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CHAPITRE IV 


FONCTIONNELLESTT — MULTIPLICATIVES 


IONCTIONNELLES 1 - MULTIPLICATIVES - 


Nous dirons qu'une fonctionnelle + est multiplicative si + prend 
es valeurs sur un groupe multiplicatif et si p(A LB) = o(A)p(B) pour 
1h = #. Nous dirons qu'une fonctionnelle est 1 -multiplicativesi: 


Nous supposerons désormais que nous connaissons une norme 
our les éléments de F satisfaisant : 
17 a]k(A) - k(B) 


< k(A, ,B\ £ k(A) + k(B) 


U 
els que soient AE F BEFÉ 


+ © 
2/ - Sile produit Ÿ k(A.,) est convergent le produit TA: ) est 
| al 

fssociativement et commutativement convergent quels que soient les 
EF. 
La définition d'une fonctionnelle rn-multiplicative se fait de la 
nême manière que celle d'une fonctionnelle o-additive, les conditions 
fi remplir devenant : 


1/ -h < H quel que soit n, 


| 2/ - Pourtoute suite M, d'ensembles qui convergent vers f#ona 
b(M,)—E, E étant un élément neutre du groupe multiplicatif. 


läpplications ; 
| 1/ - Eestun ensemble de réels positifs. F est l'ensemble des 
réels positifs, la norme étant définie par : 
h(x) = | Log | x|| 
Rest la classe: a <t < b 
? (M) = f72 (a) f(b) 
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f est une fonction telle que ÿ | Log Poe D) ie | est borné quels q 
soient les a. 


I1sera nécessaire etsuffisantquef soit le quotient de deux fon 
tions monotones, positives, bornées. 


2/ - E estun ensemble ordonné. F est l'ens emble des matric 


carrées X d'ordre n : 
k(X) = | Log (1 + n Sup | a;, -6:;| ) | 
i) 


a,. étant l'élément générateur de la matrice et 5;; celui de la matri 


unité d'ordre n; k est bien une norme. 


En effet, si l'on pose :7n = Sup |a,, -8;.| 
on a EnAS are pour i # j 
PASS are ET 


Si nous considérons le produit de deux matrices d'éléments g 
nérateurs de a;; b;; pour lesquels on a défini 1, et n, l'élément géua 


rateur de la matrice produit c;4 = Da:; b;, satisfait aux relations : 


Cru 2 ADI MAD Fear D pour i ÿ k 


be;sl< (2) ut (LE ne CAES 
Mr nn MT ra 


(OR > à; b; +a:; b,;. D'où 
i#) 


AD Me ne PME mn et Pine POSE 


Donc : | c; ss JRIEE Wir on cnninne 


Compte tenu de la relation analogue obtenue pour c;, et de la définiti 
de 13 » il vient : 
M3 < N1 + 1 + Min, 


Si nous revenons aux normes correspondantes, il vient : 


k 


3 Log (1 +nn,) 


2 
Log (1 OT EN Sn) 2) 


/ 


/\A 


Log (1 +nn,) + Log (1 + nn) =k + k, 


De plus, si k tend vers zéro: n __, 0 Aij —— ô;; 


p 
Si S k(z,) est borné, K(TI ) l'est également et ntET. ) l'est aussi 
q 


. . P 
Sinous désignons par ap le terme général de TJZ, nous avor 
L 
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Les suites air” sont donc bornées. Comme z, tend vers I si l'on 


lésigne par 4%, le terme général de Z, On a : 


Tp+1) 4 (p) (q) 
a ;; Da ak; 


ai tend vers zéro pour k + j 


ali) tend vers 1. 


Donc : 
aÿ5) -a;f< nHn, tend vers zéro. La suite a’, est donc 
>onvergente 
dl. © 
Comme Ÿ | ares - ait s nHŸn, estégalement convergente 


‘a série est absolument et par suite commutativement et associative- 
ment convergente. Nous allons montrer par un exemple qu'il est pos- — 
Bible de trouver dans ces conditions une fonctionnelle (e matricielle sa- 
äisfaisant aux conditions de la théorie générale. 


Soit sur 0 < x < 1 la fonctionnelle dont la valeur pourt < x < t! 


SL : 
cos (t -t') sin (t-t') | 


! = 
LE -sin (t-t!) cos(t -t') 
[Dn a : Actty AÇtst!}n= Ait!) 
He ilt -0t"| KR 2t +!) HI 
quand |t'-t|—>0 0 A faire °| 
one 


3/ - D'autres applications seront données par la suite en liaison 
»lus directe avec le calcul des Probabilités. Les applications qui vien- 
nent d'être données ont seulement pour but de montrer l'intérêt d'une 
définition directe des fonctionnelles n -multiplicatives sans passer par 
l'intermédiaire des opérations qui permettent de déduire une fonction- 
nelle 1 -multiplicative d'une fonctionnelle o -additive. 


Dpérations sur les fonctionnelles 1-multiplicatives. 
1/ - Multiplication. 
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Théorème IV-1. 


Si deux fonctionnelles 1 et 92 n-multiplicatives sont défini 
sur une même famille de parties classifiées et prennent leur valeur $ 
un même demi-groupe multiplicatif la fonctionnelle #, définie par 
p, (A) = w, (A)#, (À) est I -multiplicative. 


En effet, nous aurons : 
k(®) < k(p:) + k(p,) 
Donc : h(9,) < h(?,) +h(?,) 
Si A—#, +, (A)—e (élément neutre du groupe), (A)—e. 
Donc P3 (A) —e. 
np CA dp2 (A5) = 1 qi (As D ge (A) 

Lim. +, (A; )?, (A;) = Limw,(A;) Limy, (A:) 

2/- Division. 

Il est clair que le quotient de p1 par + est une fonctionnelle 
?, prend ses valeurs dans un groupe. Si +, prend ses valeurs dans 1 


corps il faudra imposer de plus que +, ne s'annule jamais. 


3/ - Elévation à une puissance. 
Théorème IV-2 


Si la fonctionnelles, prendses valeurs dans un demi-groupe ( 
un corps) pour les éléments duquel on sait définir l'élévation à la pui 
sance t, à toute valeur x dev, on sait faire correspondre k(x =). 051 
plus, on a entre k(x) et k(xt )} la relation : 

K(xt) <et| x (x) 


Pour toute partie classifiée de E on saura définir une fonctio: 
nelle +, par : 


ge (A) = pi (A) 


® est bien une fonctionnelle multiplicative. En effet : 
 (AUB) = gi (AUJB) 
= (er: a, B)' 
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= gi (A)pi(B) 
= ?2 (A)?,(B) 


k(g,(A)) < tk(p(A)) < t hp) 


h(p,) <th(®,) 


[Ile est bien n-multiplicative car si A ÿ 
p, (A) —E ?2 (A) —E 


4/ - Limites. 


Si la suite des hauteurs h, d'une suite de fonctionnelles # tend 
ers zéroondira que la suite des fonctionnelles converge vers la fonc- 
onnelle neutre. La suite des valeurs des fonctionnelles pour une partie 
lassifiée quelconque tend vers E car : 


k(g (A1) con 0 
Si la suite des hauteurs h, d'une fonctionnelle +, est telle que 
h(o,) < H ho, pat )—0 


1elle que soit la façon dont p et q augmentent indéfiniment. Il existe 
1e fonctionnelle + telle que + Pa converge vers la fonctionnelle neutre. 
4e dira que +, converge vers ÿ ou que + est la limite de 4 . À toute 
à artie classifiée de À il correspond +, (A). Etant donné €«, on peut dé- 


k frminer p et q de façon que : 


MEN 
en prenant €, <e, - k(?, (A) ga) 


P 


ù intervalle k(# (A) - Es k p,(A) +e, sera entièrement contenu dans 


lintervalle : 
K( (A)) pi k(Ÿ, (A) )+ 2p 


le filtre ainsi défini converge vers une valeur que l'on appellera (A) : 
1e1 que soit € il est possible de trouver (À) teliquer: 


Ef Pa (Ag (A))< e pour tout n > N 
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Soit b =UA:;, A: étant des parties classifiées disjointes. 
o(A;) la valeur de la fonctionnelle pour A., il est possible de choisi 


des e, de façon que Ÿ e, < e et des N; de façon que : 


k(o, (APT (A n)}< e pour MEN 
Posons : : J 

S, =TI?(A:) B, “VU A; 

N Sup N, 


Pour tout n > N,, on aura : 
(PO) 
k(TT p(À;) 2) <$ €, < € 
L 
k(e. B, >?) nn: 


Or, 9,B, converge vers p(B,) et il est possible de choisir 
façon que : 


BB) cn 
On aura donc : 


k(?(B,) Se )< e +1 quels que soient n ete. 


Donc : 
F(B,) =$, 


Ceci étant vrai quel que soit p fini, si p augmente indéfiniment, S p CON 
verge vers une limite S. En effet : 


P 


OU : 


Sfr )e h Qu < E 


S Hylan)< H+Ee 


+2 | 
qui est une borne indépendante de p; donc Ÿ kp(A;) converge, TTea| 
5) 


est absolument convergent, ?(B,) converge donc vers S et l'on al 
+ © +00 | 

? U A NL (A. ) 
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5/ - Produits Infinis. 
Théorème IV-3 
Un produit infini de puissances de fonctionnelles définit une fonc- 
tionnelle l-multiplicative si la série Ÿ |t, |ho, est convergente. 
Posons : 
= (2 th 
P ai #0 


y, est une fonctionnelle I -multiplicative. Sa hauteur h( Y,) est bornée 
Cars 


h(y) < > H,|h(e) 
En effet, pour tout A : 


k y, (A) 


Il 
Cu 


P t 
(TI Pa” «a)) 
KA k (y, (A1) 
It,/h(e,) 


/A 
-NMorM 


/A 


La suite % est convergente si : 
h(y,) < H quel que soit p. 


h(Y,. V7 )—0 quels que soient p et q suffisamment 
grands. Or, si S converge vers une valeur H : 


h(v,) < D Ît,|h(%,) < H quel que soit p. 
p 
(4, CE > It,|h(, ) 0 quand p et q augmentent indéfiniment. En 
q 


effet, pour tout A : 


(2 # 
ER PTATS RCE (TI a (a) 
It, IkC4, (A)) 


It, Ih(p,) 


VAN 
AI 


/A 


6/ - Puissance d'une fonctionnelle 11-multiplicative par une fonc- 
tion semi-étagée. 


Soit une fonction semi-étagée f prenant ses valeurs y dansun 
groupe F muni d'une norme n(y) et une fonctionnelle 11 -multiplicative 
rprenantses valeurs z dans un groupe multiplicatif G pourvu d'une nor- 
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me k(z)satisfaisant aux SonaMIene précédemment établies. Soitune ap 
plication de F.G dans H, notée z' = u, H étant pourvu d'une norme, notés 
lu | satisfaisant à : | 


u|z'] < n(y) k(z) 


Nous supposons de plus que l'opération z ' est distributive pai 
rapport à la multiplication dans G. 


Théorème IV-4 


Il est possible de définir une fonctionnelle t prenant ses valeurs 
dans H, l'applicationt = r du produit de l'espace » des fonctions F paï 
l'espace P? des fonctionnelles r dans l'espace 6 des fonctionnelles t, SE 1 
distributive et continue par rapport à la multiplication dans p et par rap 
port à l'addition dans VE 


La démonstration est identique à celle par laquelle on démontr! 
la propriété analogue pour le produit d'une fonctionnelle o--additive pai 
une fonction semi-étagée. 


Relations entre fonctionnelles -additives et fonctionnelles 
ñn-multiplicatives. 


Soit une fonctionnelle o-additive r prenant ses valeurs z dan 
un groupe G muni d'une norme n(z) satisfaisant aux conditions définie! 
pour les fonctionnelles c-additives; une fonction semi-étagée f prenan 
ses valeurs y dans un groupe additif distancié F pourvu d'une normi 
|y|. Soit un groupe H dont les éléments u sont pourvus d'une norm! 
k(u) satisfaisant aux conditions d'une fonctionnelle n -multiplicative 


Soit une application de F.G dans H, notée z' = u telle que : 


k(u) < n(z)|y |. 


Théorème IV-5 


Nous pouvons définir une fonctionnelle x-multiplicative t = f! 
prenant ses valeurs dans H, l'application t = f" du produit de l'espac 
? des fonctions f par l'espace p des fonctionnelles « -additives r dan 
l'espace © des fonctionnelles n -multiplicatives t, étant distributive 
continue par rapport à la multiplication dans vet l'addition dans p. 


1/ - Soit d'abord, pour f une constante a; pour toute classe 
de C(E), on définira la fonctionnelle t par : 


t(P) = a'tP) 
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Nous aurons bien une fonctionnelle multiplicative puisque pour PRAE 
disjoints, on aura : 


FER A UP) # ir OP 1 
4 1 UP = a d 2 


t(l, U 20 
EURE) 
Cette fonctionnelle sera bornée puisque : 


k(t(P)) < ain(r(P)) 
< lalh(r) 
Donc h(t) < lalh(r) 
Elle sera x -multiplicative puisque : 
Zk{t(P, ))< n(t) 
ce qui entraîne que : 
TTt(P;,) est absolument convergent. 
D'autre part, P;—# entraîne : 
r(P,)—0 
t(P; )—5a” = e, e étant élément neutre. 


2/ - Prenons maintenant pour f une fonction étagée. Pour toute 
classe P de C(E) pour laquelle : 


Oscf=0 
c'est-à-dire f = À\,. Nous définirons t par : t(p) = AL 
Toute classe Q de C(E) est une réunion dénombrable de telles 
classes. En effet, soit x une répartition en classes sur les classes P, 
de laquelle : 
Oscf=0 


One 


E=UP, 
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Q-EnQ = UP AQ 


OreE N Q est soit vide soit PF soit Q. 


Si c'est Q c'est que Q est lui-même un PF, | 


Si c'est P; nous avons : Q = UP 


En appelant P, toutes les classes PF. telles que : Qn° f 9. En effet 
si un P a un point commun avec Q il est contenu dans Q puisqu'il né 
le contient pas. Toute classe Q de C(E) est donc une réunion dénombra: 
ble de P et nous prendrons pour t(Q) : 


t(O)=NT EN 


J J 


Ce produit est absolument convergent puisque : 


ka X h(t) 


t(Q) est indépendant de la répartition x car si je remplace PF, par une 
réunion de classes P,, j'aurai : 


r(P.:) De pe r(P.1) CPE) 
Àe. Ke [] fe ) [] (, ) 


| 
Pour toute réunion À de classes de C(E) je prendrai comme A 
leur de t(A) : { 


CP 
t(A) no) Le 


Pour tout : B = Lim A. t(B) = Lim t(A.) 
Tout k(t(A:)) est majoré par : 


YKk ri SAS | n(r(P, 1) < h(t) 
Donc tout: t(B) = Lim k(t(A, )) £ h(t) 


La fonctionnelle test donc définie pour toute partie classifiée si 
f est une fonction étagée. 


3/ - La continuité de l'opération se démontre de la même façon 
que nous avons démontré la continuité du produit d' une fonction par une 
fonctionnelle «-additive sur l'espace &. 


Nous en conclurons une définition de f'" pour f semi-étagé pa 
passage à la limite. 


nant 2 dns 
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Nous pourrions écrire la fonctionnelle t sous la forme :t=f". 
En fait il est préférable de l'écrire par analogie avec l'écriture des 
intégrales : 


t=TTr< pour la fonctionnelle 


et t(A) TR pour la valeur de la fonctionnelle corrrespondant àun 
A 


ensemble A. 


Dans le cas où la fonction f se réduit à la constantee, FT e* se 
A 


hier 
A 
a 


Pour A = {a RUE b} l'expression devient e°-* = e°e-* qui est la valeur 
de la fonctionnelle déduite de la fonction positive croissante e*. Nous 
avons donc identité entre la fonctionnelle + déduite de e* et la fonction- 
nelle # obtenue en élevant e à la puissance r quandr est la fonctionnelle 


réduit à la valeur : e 


de Lebesgues. 
Plus généralement nous pourrons chercher si, étant donné une 
fonctionnelle définie directement à partir d'une fonction g(x) par : 


g(a < x < b) = g(b) g7"(a) 
(ce que nous pourrons noter : n 20 0) 


On peut trouver une fonction f telle que : ? =TT: si 


Nous écrirons également : 


HE HE 


X 


Nous dirons que f"* est le quotientiel de la fonctionnelle, que f est la 
quotientiée de g, que g est le produit intégral indéfini de f. 


Théorème IV-6 


Les opérations sur les quotientiels sont les mêmes que celles 
sur les exposants. 


1/ - Soitf = u' 


Les fonctionnelles (u')}** et u'** sont identiques. En effet, elles sont 
identiques sur toute classe de C. Supposons d'abordu et vétagés etpre- 
nons une classe P sur laquelle : 


Osc v=0 Oscu =0 
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Nous avons alors : 
‘mi (ane = CTAN D LE 
P 
u"* = u(P viP)r(P) 
TT (P) 


Ces deux expressions sont égales. Une classe quelconque Q étant réu- 
nion dénombrable de telles classes on a : 


Puis par passage à la limite pour les parties classifiées nous 
montrons l'identité des fonctionnelles si u et v sont étagées, puis pan 
passage à la limite pour u et v nous montrons l'identité des fonction- 
nelles pour u et v semi-étagées. 


2/ 7 ar } - fra 


Nous procèderons de la même manière. Supposons d'abord f et h éta- 
gés, prenons une classe P sur laquelle f et h sont constants : 


FRAC) NT à ei JE NÉ RE TT" 


P 


Une classe Q étant union dénombrable de classes P nous avons : 
TIEN ST fa 
Q' o' 
Par passage à la limite pour les parties classifiées A : 
TK 2[ fnax 
A A 
Puis par passage à la limite pour les fonctions semi-étagées : 


IT At CR peu 


En résumé nous avons : 


Recherche du quotientiel. | 


Soit la fonctionnelle x-multiplicative p et la fonctionnelle o-ad- 
ditive m définies sur E. Définissons une fonctionnelle q par : 
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-1 
q(A) =p(A)" (A 
l'opération étant supposée possible. 


Nous supposerons donc que les classes À pour lesquelles nous 
définissons q(A) appartiennent à une répartition m-régulière et que pour 
les classes À m-négligeables p(A) = e, l'opération étant alors indéter- 
minée. 


Nous sommes donc amenés à déterminer un sous-ensemble CH 
de E m-négligeable et nous écrirons pour tout À : 


At a cel Fées 


Can 
Si CH est vide nous dirons que la fonctionnelle + estcontinue par 
rapport à m. Quand nous considérons des suites d'ensembles A; conver- 


gents vers le point x nous pourrons rechercher si (Ai) tend vers une 
limite g(x). 


On démontrerait de la même façon que l'on a établi l'existence 
d'une dérivée d'une fonctionnelle o-additive par rapport à une autre, 
que si p(A)m”” (A) est borné quel que soit À, g(x) existe (sauf peut-être 
sur un ensemble m -négligeable) et que : 


APN) Te 
P(ANH) re 


Quand A, tend vers x, p(A;) = CA à (A;) 
< RE 
1 


I étant l'élément neutre du groupe multiplicatif sur lequel + est défini . 
Nous poserons si ce groupe est un corps ou un anneau : 


ptA;) LAVE) 
avec v(A ;)——0 si m(A ;)—0 
Et nous aurons : 


m=1l(A.) 
g(x) = ‘Lim [(I + v(A;)) ’] 


ATX 


En particulier s'il est possible de développer (I + v)* en série par la 
formule du binôme : 
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RS ST PV SEP 


DAV) TR AN TE. 


En supposant que : 


œ«v = v(A,)}m ! (A) tende vers une limite 1(x)}, (I + v)*tendra vers une 
limite : 


avec l(x) = Lim (ta L 1m” a] 


Exemples : 


Dans le cas particulier où m est la mesure de Lebesgues et w 
la valeur réelle positive, on a : 


p =Ta +dv) = d''Pelr = ed" 


_ dv 


° el pt 
GER SIGN EC jl Fee 


Dans le cas particulier déjà étudié des matrices 


Alt, t') = cos (t -t') sin (t -t') 
-sin (t -t!) COS\(t at!) 
cos At sin àt 1 0 
A + = 
PRE -sin At cos At = 0 | 
: 1 ° 
an | He 00 l 
At mil 
0 1 
= 15 | £ cos 1 sin 1 
4 =sinl cos 1 
| 
re a cos 1 sin lie dt 
RU TT -sin 1 cos 1 
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Si nous faisons t' = 0 dans cette égalité il vient : 


COST sin t > cos 1 sin 1 L 
-sin t cost -sin 1 cos 1 
Compte tenu de : 
cos ÎI sin 1 1 0 Dre Ib 
2 2 
= s 1 
= -2 sin; 
-sin li cos 1 0 1 Hal Je 
2 2 
rSviente 
: cd IEET rep) ele pP 
cost 2t sin; cos 5 Hs be Ver pur 248105) cos S(1-7)+.. 
sin t=-2tsins sin T+ NF BBA ES Su) -2sinl} in E (1-7) + 
9 5 2 = ( ins) sins ( rm) 


Probabilisation d'un ensemble fonctionnel. 


Soitun ensemble fonctionnel F défini comme produit d'ensembles 
E,, t€E G. Nous avons vu que nous pouvions construire sur cet espace 
une classification qui résulte des classifications sur les E,. Il suffit 
pour cela de connaître des fonctions classifiantes d'une infinité de va- 
riables. 


Mais les procédés que nous connaissons pour définir une fonc- 
tionnelle o-additive sur F ne nous permettent pas de savoir si la clas- 
sification sur les parties classifiées de laquelle est définie la fonction- 
nelle résulte des classifications sur les E.. 


Par conséquent nous ne savons pas encore s'il existe des fonc- 
tionnelles o--additives sur les parties classifiées d'une classification qui 
résulte des classifications sur les E,. Nous allons établir cette exis- 
tence au moyen d'exemples. 

Nous dirons que l'espace F est probabilisé s'il est classifié et 
s'il existe une fonctionnelle à valeur réelle o-additive m sur les par- 
ties classifiées de F satisfaisant aux conditions : 


(1) m(Q) > 0 pour toute partie classifiée QEF 


(2) DIP TA TS IPF )m(r,P;) 
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pour toutes parties classifiées P, deF, et PF, de F, quels que soient les 
sous-ensembles A et B de G disjoints et complémentaires. 


Si nous faisons PA Er 


dans (2) nous trouvons : 
HP PEL ME Foha(E, EH) 


donc si m n'est pas la fonctionnelle nulle (ce qui serait un cas sans in- 
térêt) on a : 


(21) IE SF) el 


Avant de donner des exemples d'espaces probabilisés nous allons 
montrer que s'il existe sur F une classification qui résulte des C(E;) 
et une fonctionnelle m satisfaisant à (1) et (2!) il est possible de trouver 
un espace F' produit d'ensemble E! , tEG, une application de F' sur 
F et une fonctionnelle o«-additive L satisfaisant à (1) et (2) telle que la 
valeur de L sur les origines dans F' des parties classifiées de F soit 
égale à la valeur de m pour ces parties classifiées. Ce théorème nous 
permettra d'étendre le champ d'applications des exemples que nous 
donnerons par la suite. 


Considérons une classification C(E, ) sur un E,; correspon- 
Le) oO 


dant à une valeur donnée t, de t. Posons : C {r.] = L. 


Soit V une partie classifiée de C(E, }); la fonctionnelle définie 
par CV) = m(V.F, ) est une fonctionnelle o--additive sur FE, satisfai- 
sant à (1) et à (2'). 


Nous appellerons E! l'ensemble d'élement générateur u, , 
ut étant défini au moyen dés deux nombres v, w compris entre 0 et 1 


la relation d'ordre sur Er étant définie par : 


US SAVENT 


OUMSL VISE UT 
et une mesure sur E', étant définie par : 
o 
M(U)=v -v 


Si U est une classe (v,, w,) < ue (VS, 
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Nous pouvons considérer la fonction de a€&E, définie par : 


8: (a) = (va, w(a)) avec : 
v(a);= 1: dv 
FES 
MAS AT E) (es) 
a, et a, étant les bornes de l'ensemble des us tels que : 
v(u, ) = v(a) 
A4 (a) l'ensemble des uw € E satisfaisant à : 
us 8 (a) 
B, (a) l'ensemble des u,€ d ASUS) 
o er ie o o 
D, (a) l'ensemble défini LR A, (a)n CB. (a). 


D: existe quel que soit a€ E, et tout u est élément d'un D, (a) 
cadiuniseul” À > 


La correspondance entre u, et le a du D, (a) qui contient u, 
définit une application de E'! sur E, : É 


Dans cette application les parties classifiées V de E, sont les 
images de parties classifiées V' de E! dont la mesure de Lebesgues 
est égale à la valeur de # (V). 

Supposons que nous connaissions une projection KE de F, pour 
laquelle on connaisse un espace F} = TT E!, une application de F} sur 
F, et que la valeur de la fonctionnelle définie par : 

Pa (Hier, Fi) 
soit égale sur les parties classifiées P de F, image de parties classi- 
fiées P' de F{ à la valeur d'une fonctionnelle |: (P' sur les parties clas- 


sifiées de F! qui satisfait aux conditions (1) et (2). 


Soit un élément t ECM, N l'ensemble composé de ce seul élé- 
ment. 


Posons : L = CMUN. 
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Considérons la fonctionnelle «-additive définie par A ,(Q)= m(Q.F,) 


et la fonctionnelle définiesurles parties classifiées Q de En , qui sont 


de la forme Q = P. A (A étant une partie classifiée de F, ) par : 
SPA) = m(Pé Pme (PE CF) 


en posant par abréviation et analogie : 


Nous avons : 
(PAS TER MES ES 0) 


et g(P.A) considéré par rapport aux parties classifiées de F, pour un 
ensemble 4 donné est le quotient de deux fonctionnelles 9 -additives dans 
lequel la fonctionnelle divisée est continue par rapport à la fonctionnelle 
diviseur; de sorte que, quand on fait tendre P vers le point X,, g(P.A4) 
tend vers une fonctionsemi-étagée de X,, que nous appellerons h(X, , 4). 
Nous avons donc : 


(PA) =) h(X,,4)d a, 


Compte tenu de l'application de F, sur F, on peut également écrire : 
10(2. AH) = 1 h(X!, ,aA)du 


Sinous considérons g(P.A) comme une fonctionnelle en A, nous 
voyons sans peine qu'elle est o--additive de sorte que par passage à la 
limiteh(X!, ,A)est également une fonctionnelle o«-additive sur les par- 
ties classifiées À de F, . 


h(X}, , A\prendses valeurs sur 0 < (v, w) < 1 nous appellerons 
E' ou Fj cet ensemble et nous considèrerons les applications deF', 
surE définies de la même manière que l'application de E' au moyen 
des oncles Vs, (A) égales pour une valeur donnée de X', à la 
fonctionnelle h(X',, 4). Dans ces applications l'ensemble A'(X',) dont 
l'image est À a pour mesure de Lebesgues : 


“i du ='h(X", , 4) 
ANEXOE ES) 


Nous avons donc : 


(PS AE) PE Je du 
F2 MOSS 


Si nous considérons une partie classifiée Q réunion de classes 
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P.4 disjointes, nous pouvons grouper les classes qui ont la même pro- 
jection sur F,. Les projections sur F, de leurs éléments qui se pro- 
jettent au même pointX} deF,, sont donc disjointes, et par conséquent 
l'on peut écrire : 


mure dy (> aie du) 
= d du 
jL j A'(X1 


Sinous passons à la limite, en désignantpar Q'(X!',)1aprojection 
des éléments de Q' qui se projettent au point X'\ de P' sur F,, nous 


avons : 
du = de dy du 
(ojL' 


mQF.)= f & f 
p' o" 


Nous pouvons donc étendre la propriété de proche en proche par 
récurrence transfinie. 


M ? 


CX" y) 


Si donc nous avons trouvé une fonctionnelle o-additive satisfai- 
sant à (1) et à (2') sur partie classifiées d'une classification de F qui 
résulte des C(E,) il sera possible de trouver une fonctionnelle o-ad- 
ditive satisfaisant à (1) et (2) sur l'espace F' que nous venons decons- 
truire. 


Réciproquement il est bien évident que si nous savons construire 
un espace F' produit pour tE G d'ensembles E! de la forme indiquée ci- 
dessus et si nous connaissons une application de F' sur F à toute fonc- 
tionnelle o-additive { sur F' nous pourrons faire correspondre une 
fonctionnelle o-additive m sur F par la condition que m(P) est égale à 
4 (P') sur toute partie classifiée P, image de la partie classifiée P' de 


F' dans l'application de F' sur F. 


Nous allons chercher maintenant à construire une fonctionnelle 
 -additive & sur F' satisfaisant à (1) et à (2). 


Soit donc une infinité d'ensembles E'; tE G; P' les classes dé- 
finies sur ces ensembles. Nous pouvons poser que si NCG : 


HAS DeIE" IPC =T I 1920: 
tE N tE N 
et que:n,(P',)estla mesure de PF}! sur F} . (Par abréviation si N = G 
nous écrirons : F', P', m(P') les grandeurs correspondantes). 


Omar tn (DE) nl en) 
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Donc (PIN CPE AIT El 
Nous aurons, si les N, forment une répartition en classes de 
m(P') Ta, Et 
Nous poserons par os 5 
PEN, P1) = ma (Ps) 


g(N;, P') est une fonctionnelle x-multiplicative par rapport à N, car 
nous avons : 


Tin, (Eu) 


OU (URLE 


c'est-à-dire : 
e(UN,, Pr = TN, P1) 


et de plus + est manifestement bornée et continue. De l'inégalité trou- 
vées précédemment : 


14 200 0) A A LE ER 
nous déduisons pour p: 
PCF) <PIN, PA et 


Le nombre q des ensembles N; d'une famille d'ensembles in- 
clus dans G disjoints et tels que : 


PONS) SR Si 
est tel que : 
e(G, P') IT, Ph TOUN et 
donc : 
q < Log (G, P'}(Log k')-! 
en changeant le sens de l'inégalité parce que les logarithmes sont néga- 


tifs. 
Si (N, P') ne tend pas vers 1 quand N tend vers LUE les ? for- 
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mant une suite croissante ils convergent vers 1 Le nombréide,l "in 
férieurs ou égaux à k est inférieur à : 


Log p(G, P'(Log KES 
Il n'y a donc qu'une infinité dénombrable de t, tels que 1, #1. 


Nous devons donc avoir sauf pour une infinité dénombrable au 
plus de valeurs de t, la relation : 


ne (PA) El 


Il n'est pas incompatible de supposer que cette condition est réalisée 
quel que soit t EN et que l'on a cependant : 


(NO be) De A1 EN 


En effet, si nous supposons que N est réunion dénombrable d'é- 
léments N, pour lesquels une mesure u (t) définie sur G prend la valeur 
N:f0; nous avons : 


e(N, P')=T{p(N, p') 


T(Ges. #1] 


Side plus{op(N;, P') 77 tend vers À, (ce qui a lieu si + admet 
un quotentiel par rapport à L) quand N, tend vers jt] nous aurons, en 
posant n, = du (t): 


g(N, P') LP: du (t) 


tn (PE Fo CE 


et 


Remarquons en passant que l'on a nécessairement O0 < À, «1. 


On voit donc que la fonctionnelle +(N,P')n'est pas complètement 
déterminée par la valeur de m.(P!) pour tout tE N. Il faut connaître en 
outre la valeur de \.. 


Sinous limitons pour P} aux ensembles dela forme 0 < u < (v, 
w) nous voyons que la condition m,(P',) = 1 entraine v = 1; mais nous 
pouvons convenir par exemple de poser w = À,. 


Nous pouvons donc définir une valeur non nulle de la fonctionnelle 


pour les classes de P'qui sont de la formeTT P' avec tous les E' de la 
forme : 
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Nous remarquons que toutes ces classes contiennent l'ensemble Q' -TT Q', 
où Q!, est l'ensemble : 0 <& u < (1,0). 


La méthode ne nous permet donc de mesurer que des ensembles 
N' particuliers puisque la fonctionnelle est définie au moyen de ses va- 
leurs sur des classes qui contiennent toutes l'ensemble Q' et n'est donc 
définie pour aucun sous-ensemble de Q'.- De même la fonctionnelle sur 
F ne sera défini pour aucun sous-ensemble de l'ensemble Q. 


On retrouve la théorie classique de la mesure des espaces fonc- 
tionnels comme cas particulier en prenant tous les P égaux aux E, cor- 
respondants et les À, égaux à 1. 


Les classes sont alors les produits de cubes à un nombre fini de 
dimensions, par les espaces définis sur le produit des autres coordon- 
nées;ainsi que les cubes à une infinité dénombrable de dimensions pour 
lesquels le produit infini des mesures des côtés est convergent, ou plus 
exactement le produit de ces cubes parles espaces définis par le produit 
des ensembles E, correspondant aux valeurs det qui ne servent pas à la 
définition du cube. 


Mais on peutformer d'autres exemples de mesures sur F ou sur 
F'. On aura un cas particulier intéressant en prenant comme mesures 
sur les E, de la forme 0 & u < 1 des mesures de Dirac par conséquent 
à toute classe0 <& u <asurE, onpourra faire correspondre: u' =({(1,a). 
Donc, si les projections P; d'une classe P de F sont définies par 
0 < u, < f(t) la mesure de P sera : 


m(P)=[lr«t)" 


Il est facile d'imaginer d'autres exemples. 
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CHAPITRE V 


APPLICATIONS AU CALCUL DES PROBABILITÉS 


Nous avons vu au chapitre I que si une famille de variables X, 
est liée à un même évènement il est possible de trouver un ensemble- 
de variables faiblement indépendantes Y;,telles queles X; soient fonc- 
tion des Y.. C'est-à-dire que si nous considérons l'ensemble F défini 
par le produit des ensembles E. des valeurs possibles pour les Y;, et 
si nous appelons V un élément quelconque de F nous aurons : 


Nous avons vu au chapitre Ilque pour que les X; soient suscepti- 
bles d'être étudiés par les méthodes de la statistique mathématique, il 
est nécessaire de supposer que l'on connaît les répartitions en classes 
des valeurs que peuvent prendre les X, et par conséquent que l'on sait 
définir une classification sur F. 


Sinous supposons en outre que les variables Y; sont elles aussi 
susceptibles d'être étudiées parles mêmes procédés, nous devrons sup- 
poser également que nous savons définir des classifications sur les en- 
sembles E;. Nous sommes donc amenés à faire l'hypothèse que la clas- 
sification C(F) est compatible avec les C(E;). 


Au chapitre III nous avons étudié les fonctionnelles c-additives 
sur un ensemble. Nous pouvons ramener à cette étude la notion de pro- 
babilité. Soitune famille d'évènements 2 8, ... Nous dirons qu'un évè- 
nement 6 est lié aux X, s'il est possible de déterminer les valeurs que 
doivent prendre les X, pour que l'évènement se réalise. Nous dirons 
que les évènements G,, e ,... Sont incompatibles s'il n'est pas possi- 
ble de trouver un même système de valeurs des X; telles que les évè- 
nements aient lieu simultanément. 
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Les ensembles de valeurs des X, correspondant à des évène- 
ments incompatibles sont donc disjoints. Il en est de même des sous- 
ensembles de F pour lesquels on a ces valeurs. 


La famille d'évènements sera dite exhaustive si à tout V cor- 
respond un évènement de la famille. Nous aurons défini une loi de pro- 
babilité si nous savons affecter à chacun des évènements LE ee 2 à 
d'une famille exhaustive d'évènements un nombre positif: je satis- 
faisant aux conditions : 


1/ - La probabilité pour que l'un ou l'autre des deux évènements 
é. ou 6, se réalise estla somme des probabilités pour que 1 se réalise 
et pour que e se réalise. 


2/ - La probabilité pour que l'un quelconque des évènements de 
la famille se réalise, est 1. 


Nous avons une fonctionnelle ©-additive sur F qui satisfait aux 
conditions (1) et (2') du chapitre IV. En effet, soit P(Ë) le sous-ensem- 
ble de F pour les évènements duquel l'évènement é est réalisé; si à 
tout P($) nous faisons correspondre le nombre : Pr(£) nous aurons les 
relations : 


P(6, ou Ë,) = P( HyP(E,) 
prié, ou} = Pr(8:]} + Pr{6:} 


Donc Er {é est une fonctionnelle additive de P(&). Elle est ma- 
nifestement bornée et continue; donc elle est o-additive; de plus, elle 
satisfait à (1) et (2'). 


Nous avons donc défini sur F une classification C(F) compatible 
avec les C(E;) et une fonctionnelle o-additive satisfaisant à (1) et (2'). 
Or, nous avons vu au chapitre IV qu'il est possible de déterminer unes- 
pace F', une application de F sur F' etunefonctionnelle o-additive sa- 
tisfaisant à (1) et (2). Mais si nous avons défini une application de F sur 
F' les X; sont fonction de V', élément générateur de F'. 


Les Y; dont le produit définit F' sont faiblement indépendants. 
En effet, si l'on se donne les valeurs y des Y' pour jEN il existe une 
application (fonction des y! ;: j C,) qui applique K sur K' ;commeon 
peut assigner aux Y,, jE C, n'importe quelle valeur y! choisie arbitrai- 
rement; car quelles que soient les valeurs Yi: jEC, il est possible de 
trouver des valeurs y; auxquelles correspondent les y: dans l'applica- 
tion sur F sur F'. 
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De plus, les variables Y sont telles que l'on ait : 


Pr. br, c M} 5, CM, }=Prfy, CM} PryiC M} 


M}. étant une partie classifiée de Ei ; M;, une partieclassifiée de E;. 

2 
Les variables Y' sont donc indépendantes au sens classique du calcul: 
des probabilités. Nous avons donc démontré le théorème suivant : 


Si les variables X; sont liées à un même évènement, si on peut 
les étudier par les méthodes de la statistique mathématique, sion peut 
assigner une loi de probabilité aux évènements qui en dépendent il est- 
possible de trouver une famille de variables indépendantes Y;'' dont les 
X; soient des fonctions certaines. En particulier, pour les processus - 
stochastiques qui sont des familles de variables aléatoires dépendant 
d'un paramètre, la valeur du processus à un instant donné est une fonc- 
tion d'un ensemble de variables aléatoires indépendantes qui dépend du 
paramètre. 


Soit un processus stochastique Z(t), soit B, la plus petite base 

dont dépend Z(t). Nous appellerons N, MDI ) B,; F, l'ensemble 
ETS 

E E., E; étant l'ensemble des valeurs que peut Done Y;. Z(t) est 


ne tlos de VEF,. Nous poserons : 


AL “ E; 
Ie mt 
V E,F 
O . NV AV TRE REV 
on: to DRE 


Z(t) est une fonction certaine de V, donc Z{t,) est une fonction certaine 
de V: etde ; V, . Zestun processus déterministe si la donnée de Z{t:) 
définit Z(t;) quel que soitit..> t;. Ce quiexige que Z(t;) ne dépende 
pas des YEN, n° We donc N, contient la plus petite base dont dé- 


pente Z(t, \ et par suite N, = N,. Si ceci est vrai quels que soient t, 
che L'épalité F,, = F prouve de Z(t) est une fonction certaine de t et 
de VEF. 


Z(t) est un processus de Markoff si Z{(t,) est une fonction certaine de 
A(tijetde,, AS . L'ensemble des ie tels que Z(t,) < z, est une partie 
classifiée P; (z Z ;) de FR, 


L'ensemble des Ve, tels que Z:, < Z, est une partie classifiée 
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P, (z,) de F, . Si l'on peut avoir à la fois : Z(t;:) < Z: 
2 

ZT) 67, 

c'est qu'il existe des points: Ve, de P, (z,) tels que : 


VAE VE XV avec V, € R(ZLVE E(z) 
TL 


Mais commela valeur de Z{t,)ne dépendde VE que par l'intermédiaire 
de Z(t, ) c'est que si : 


Z(V4, 2 t, Ve, ) £ Z> Z{(V. ) < Z 
pour Z(VE, ) < Z,; on aura également : Z(V:, * us RER 
Donc pour tout point de P, (z,) Dept , on aura : 
Z(V,,) cz, ve E (2%) Donc EP (7 0) Yes nn AN 120) 


et par suite si l'on appelle + Q+, (z,, z,) l'ensemble des points +, Fe, À 
tels qu'il existe un VE Pa(zs)ret un VE P, (Z,), on aura : 


Eee nan RE 
Si nous prenons les mesures m, de P , m, de P nous voyons que la 


mesure & de , Q, est une fonction de z, et donc que nous avons défini 
un noyau aN;, (z,) de sorte que : 


dm, = [am x an 


On peut écrire également : 


dm, = f an 
dz 0 ue dz, 


Si les t,@t, sont fonction d'une variable auxiliaire y nous aurons 
une relationentrez,,z,, et y et on pourra écrire en remplaçant z, par 
sa valeur en fonction de z, et de y: 


dm, __ dm, 92, d 
dz, c dz, 22, 
En effet on a : 
d 
ee ee er, 
dy  z, dz) MZ, 
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nu ele du dz, s [ce dut 
dz,_ dy 07; dz, dy 9z: 
CM 92, 
Can: 
Z 
cr dy + < dz, = 0 


FONCTIONNELLES 11-MULTIPLICATIVES PRENANT LEURS VALEURS 
SUR L'ENSEMBLE DES NOYAUX REGULIERS. 


Soitune mesure m(y) dépendant d'une variable x on dira que c'est 
unnoyau d, N(x, y)ou N(x, y) par abréviation. On peut définir sur l'en- 
semble des noyaux une addition en posant : 


dN, + N,)= dN,(x, y)+dN,(x, y) 


quels que soient x, y et dy. On obtient en effet une mesure par rapport 
à y dépendant de la variable x. On peut définir la multiplication d'un 
noyau par une constante d(KN,) = KdN.. 


On peut définir une multiplication entre un noyau fonction par 
rapport à x et mesuré par rapport à z. On obtiendra un noyau fonction 
par rapport à x et mesuré par rapport à z au moyen de l'opération : 


d,(N; À N;) 1. d,N,(y, z)d,N,(x, y) 


ÿ 
l'élément neutre I dela multiplication des noyaux sera le noyau défini 


Dar 
1 1 si xCA 
d,N(x, y) = 
Vu 0 si x£ A 


Dans le cas particulier où N, = N, = N on aura ainsi défini N°. En rai- 
sonnant par récurrence onpeut définir N° quels quesoient N et p entier. 
Siles mesures m, (y) sont comparables presque uniformément par rap- 
port à x, nous pourrons définir une norme satisfaisant aux conditions 
de la théorie des fonctionnelles x -multiplicatives. 


Définissons d'abord une prénorme : 
Te 14 dh; avec : dh = Supldy N(x, y)l 
y x 


si N= N,+N, nous avons: dh < dh, + dh, en effet quels que soient y 
Gt Ge 
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Sup|dN (xy)| < Sup|dN, (xy)| + SupldN, (xy)| 


si N=N,x N, nous avons 
Idh| < 1e Id, N, (yz)|dh, 


Anne Hi | dh, 


dh, Î | dh, | 


/A 


/\ 


Si N =KN, nous avons 


Sup|KdN, (xy)| = [K| SuplaN, (xy)| 


d'où dh = |K| dh, 
Si nous intégrons les relations précédentes par rapport à y il vient : 
IN, +N,[< IN,[+IN, I 
1K NI= }K|]INI IN, N,[ INA ES INA 
De la dernière relation nous pouvons tirer par récurrence : 


NÉE SUN Ni (1) 


p étant un entier positif. ]N[ s'appellera prénorme de N. Nous avons 
entre les prénormes les relations : 


AB-I=(A-1)(B-1)+(B-1)+(A-1) 
TAB = TRS IR AE ET BE STE EMI PAR NII 
LEA Be TL SUTATSSTNERE TL) NUE TRE LE 


-1l 


Par récurrence en posant B = A, A°... AP on obtient 


LH A INR Che EN =)" 


Donc si nous posons 


nous avons la relation {AB} < {al + {(B} {a”l < p {A} 


La condition nécessaire et suffisante pour que AI est que 
{A} — 0. Eneffetpour que : {A} —; 0 il faut et il suffit que JA - 1[—,0. 
En effet si, étant donné e il est possible de réaliser quel que soit M 


J supala-1 ae ou A dla.) ee 
* M 


On devra donc avoir 
HN Er aie ixeM 


| f aal<e sixg M 


Réciproquement si le noyau converge vers le noyau unité et si 
les x mesures sont uniformément comparables : 


7: Sup dIA-11 <k J d'A, -Il 


+00 
Soit maintenant un produit | JA; la condition nécessaire et suffisante 


+00 q 

pour que TT À; converge, est que : TJA; —,I quelle que soit la façon dont 
É p 

p et q augmentent indéfiniment. 


q q q 
or| HA | < >{} . Donc si Ÿ {a} — 0 quelle que soit la façon dont 
p P 


q 
p et q augmentent indéfiniment Te: et le produit converge. Or, 
p 


{A }—0 est la condition nécessaire et suffisante de convergence de 
+00 


2H 4e 


+00 
{Ai . Par conséquent si Ÿ a} converge ITA, converge. 
1 


H 


Donc {n} est une norme satisfaisant aux conditions des fonc- 
tionnelles x-multiplicatives. Par conséquent si l'on sait définir une 
fonctionnelle multiplicative N(P) prenant ses valeurs dans l'ensemble 
des noyaux, sur les parties classifiées d'un ensemble E et si 

1/ - {Ne} tend vers zéro quand P; tend vers ÿ 


2/ - D {NP)} < H quandles P forment une répartition en clas- 
ses quelconque de E, N(P) sera une fonctionnelle x -multiplicative. 


Quand P, —+ {x} {N(P;)}—g(x). I1 existe un ensemble fini de 
points tels que g(x) > À. En effet dans le cas contraire on aurait : 


Z{N(P,)} >mi>H 


Nous pouvons chercher à définir N° quel que soit t. Supposons 
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que N soit de la forme : 1 + U et remplaçons u par U dans le dévelop-| 
pement en série de (1 +u)' 


-p+ 
eue 


| 
| 


pour une valeur donnée de x nous aurons dans le second membre une? 
série de mesures qui converge si la série des hauteurs converge. Or! 
quand x varie la hauteur de UP est bornée supérieurement par : | 


Jsuplaur! NU Fe TAUTE 


Donc si]JU[ <1 la série est normalement convergente et nous pouvons} 
poser : N°=(1+U) 


Il résulte des théorèmes sur les séries de cette forme que 

Net z N‘'N°' N°: à (NŸ 
quels que soient les nombres réels t, t', c. Nous avons donc un procédé; 
de définitions et de calculs de N° pour tous les noyaux que l'on peut met-| 


tre sous la forme : N = 1 + U avec JU [ «< 1. 


Dans ce cas nous aurons : {N} < Log 2.Réciproquement sù 
IN} < Log 2 nous aurons : ]JN -I[ «< 1. 
| 


Nous avons vu que si nous excluions de E un nombre fini de 
points nous pourrions trouver une répartition en classes sur les clas-} 
ses de laquelle nous avons : {Ni M. | 


Nous supposerons désormais que à < Log 2 et nous dirons qu : 
tous les noyaux satisfaisant à iN} < À < Log 2 sont des noyaux régu-! 
liers. 


Pour tous les noyaux réguliers il est possible de définir N° quel 
que soit Z. Cherchons à borner {N°}. 


1/ - |Z| < 1. Nous avons 


JNS Aie 12 U + ÉÉD v° 4... 1 


- ZI Ju (+ Eur. 


s |Z (JU) UE +... 
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QU 


< ice ire 
Or iN° < JN?-1{[ donc 121 


2/ -1 < |Z|. On peut poser : Z = Z,p. (p entier) 


no {en 4 < {p n°] s plZl ne < [ZI si — 


J'ai donc dans tous les cas : 


, JU! 
{nr} < 1zl = JUD Log(1+ JU 1x} 


Or quand Log (1 + JU!) croît de 0 à à < Log 2 


DU —. à. ît d 1 à ED er ra x 
DIU) Los (HU) 7° e pren ÉtRON Aa 


(vie «ai (d 


Or K|Z]| est une norme pour Z donc la norme pour N satisfait aux con- 
ditions du théorème IV-2 et par suite nous pouvons définir 


TT(N Co 


N étant une fonctionnelle x -multiplicative sur E prenant ses valeurs 
dans l'ensemble des noyaux réguliers, Z{(t) étantunefonctionsemi-éta- 
gée. De même nous pouvons définir 


TN (t) Et 


N étant une fonction prenant ses valeurs dans l'ensemble des noyaux 
réguliers et dm(t) étant une fonctionnelle «-additive sur E. 


CALCUL DU QUOTENTIEL - 


Soit une fonctionnelle r-multiplicative sur un ensemble E nous. 
M 


NI OR 
désignerons respectivementpar N;N - N lafonctionnelleindéfinie et 
ses valeurs pour les ensembles M ett, < t < t,.Sinous supposons que 
M 


N est continue par rapport à la mesure de Lebesguesur E etque {N! LAN 


nous pouvons définir le quotientiel de \N. 
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M 


Sinous posons q(N)= Lim ( N) “1 q(N) existera presque partout! 


et on pourra le poser égal à : 1 + u(t). On aura : 


Tv d 
N = TT{atn))* 
Ne >: (am) = + dt U + at LU? Faraire 
tUt+dt 
N sa TP CLS 


RES Men 


Quand dt—>0 le second membre tend vers Log (1 + U) doncon ai! 


EN Le. I É 
a et Nalle 


Développement en série d'un noyau. 


Nous poserons par abréviation : 


N(x, y) = v(x, y)dy 


D'après le théorème de Lévy nous avons : 


Fc +00 
v(x, y) = Lim | S e'®(u-Y) , (x, y)du 
-C -00 


il 
QUE 
LE 


do +0 
ef Gr, ee ONE ERA 
60) 


_ : +c e iWtx-y) ds +0 + (iw)” 2 
= Lim a 2x pée Zn (u-x) v (x,u)du. 


+00 

Si : (u - x) v(x, u)du = a (x) il vient : 
-2 

+c + (iw)" e iW(x-y) 


v(x y)= Lim » 2 + ; a,(x)d 
Applications e 
1/ - Si N(x, y)=1. 
+00 
1 n=0 
a, (x) f USsdi(s qu) 
2e 0 n >0 


2/ - Si N(x, y) = ARR ne” 
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à n#f0 


Application aux processus de Markoff : 


Nous poserons : 


t 


F = Pr{x(t) < y | x(t) 


x} 
Nous avons bien une fonctionnelle #-multiplicative car : 
tt! tt" tt" 


F F = F 


. . EVE . 
Si nous considérons : F comme une fonction de t nous avons : 


CELL LE ARR LS rvET 
ei re _. 1 L °F 
3 t-t 


Supposons t, < t pour fixer les idées 


et . ot trote 
L 
ts (RAC AT 
CL ERREUR FAST °F 
dt t Da Le 


== V(u,:2):P(Z, y) 


en appelant z la variable auxiliaire d'intégration. 


+00 TORRES n id x=2z) 
s (SH) HEIN 1 
u 1 HEAR ” 2 n! UE 


da 


n 


dt 


Cara, = lMetsenposantc, 


En intervertissant l'ordre des intégrations et des sommations 
nous avons 


Lee ENT U NS . 
+ F s F +c (SA (x) F(z, y) eiw(x-z) , p 
re Lim > s CR ce dz (iw)" dw 


-C 


Or d'après le théorème de Lévy : 


+00 
f(x) =" Lim Le ex) f(z)dz 
c—+® 27 
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Lo QU #0 
th et 6 Lim PAL LE ei®(tx=2) f(z)dz 


+c +0 , a F , 
donc : Lim. hop ePEERE(z, y)dz = SNS NE) | 
= 27% ee à x" | 


équation qui généralise la première équation de Kolmogoroff. | 


Si nous considérons F comme une fonction de t'! 


. FE EF 
HE cos de 


(o] 


ensupposantt,> t, pourfixer les idées et en appelant z la variable au- 
xiliaire d'intégration 


of de  Lop Go)" fo (z-y) 
SE - f ES EZ2)dz Ein nc a e C, (z) do 


C0 
-C 


—@ 


+00 
; C il . n d _ 
> Lim / = au] enr DO NCA: 7)dz 


00] 


posons : MP CA(7) Et 2) 
D'après le théorème de Lévy 


+c 1 +00 ; 
*y, = Lim _ ae f enter (az 
-0 


c—0 à 27 


- +c + 
LB - Lim f (ia de fers y, (ae. 
dy" c — © + 27% -œ 


équation qui généralise la deuxième équation de Kolmogoroff. 


Noyaux conjugués. 


Soit le noyau N{x, y) nous définirons les noyaux N* et N° au 
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moyen des relations : 


2N ; LIRE | 

= PC -iux INVo = 
SE on … 2n e dx / e … dy (1) 
aN° : Lan, Pre #S à à 
RE Lim EME Te be Li eANY see (2) 
V C—®0/) Le 27 dy 


H'éstclairquel'ona: N° =. N = N°” 
donc si À = B* B = À 
À et B sont dits noyaux conjugués. 
On a manifestement : 


(NY = x (N*); (NS + NN: + N° 
ON ‘ = 2(N *) Ou — ° 
CS ne CAUSE FAC 
o - N° 0. CNE CIC) 
(NS +N,) = N; + N;; = NES 


Si l'on différencie (1) et (2) par rapport à u et v il vient : 


22 * +c ’ +00 u aN à + N * 
à = Lim en ax / Gent = = PRNE 
av? É SC -20 à V 
2 N* à : 2° N° ee 
= = — ] . TE N 
du dv dv se de dv (GYN) 
MN RE Lis 
duov  2v en) 
NY 
Soit à calculer (— nous aurons : 
x 
à ÔN ne . +00 Fe d2N 
Re — = i iux Le dy. 3 
èv É nn me : ax f : dx 0y y: 0) 
NN 2’(N*) Ce 6 
Or': PRE OS ET ETES 
dx0y Der dy 


en portant dans (3) il vient : 


d: (=) Lim “ QU Gb ei FE (Gun) dy 
dv ‘ox co } °y 


—00 


c'est-à-dire 
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(2 + (aux) + sun 


De la même façon on démontrerait 


* o | | 
—) = = jvN; (© = - juN | 
dy dx 
[e] 
(2) = ivN° 
9y 


Montrons que : (N, N,)* = N° N° 


e + ON, (x, ÿ) +#& 2N,(y,2z) 
à * 1 , ON, (x, y 2 ; 
—— T = : — e iux —— qd ——— eivz dz 
aW (N;,N;) Es # Dr ax / dy 10 0Z 


(oo) 


+c +0 +0 AN (BA Y } a 
2. N*N* = Lim ei ax / av / ——— € 1 dy 
0 w -00 -0 1 


Les deux expressions sont égales car : 


+0 3N.(x,y) AN, (y,z) +00 ON à DT 
Î a 20 dy - dv TE dr Lim DE 72 32 À 


7 dy dZ : . 0. D). C2 dz 
en effet 
+00 tv +c aN (y À Z) oN (F : 2) 
An (Y17Y2) RE 1 2ANJEE dy, 3 2191 
E c —} Pe 7 w èZz à Z 
De même : 


CNE EN: 


Les fonctionnelles définies par des noyaux conjugués sont conju- 
guées. On pourra donc chercher à appliquer la transformation au pro- 
cessus de Markoff et déterminer le processus conjugué. Dans la trans- 


formation les équations de Kolmogoroff deviennent des relations entre 
* 


o ; PT eee 
Fret SF: En posant pour simplifier : F* o(u, v) il vient : 


1/ - Pour la première équation de Kolmogoroff on peut écrire : 


dF 
‘A CON 
dœ(u, v) ne D Lim I e-iux dx Q e!"} dy 
dt c—»w 27). N Jo dx” 


: D | TES pal iv 
Lim / ce e ax 2y chedye p(u1, V) 
45 -2 


Cha 

+c ] ; +00 he 
Lim / — e "1 x / erdy = {iu)'o(u.,v 
” 2x 0 dx" Y ( ) p( à 160 ) 


+0 on — +0 ; 
“ MISES dy = ÿ e 1 (iu) p(u,, vidu, 
-x ox - 


ie ue? 
(u, 2 - = de Slim / en ere ex (iu,)"œ(u,, v) du, 


(00) 
en posant g(u, u,) = Lire Ref iCu j=u )x S QUE C,(x) de 
n! 
D Hour ‘ 
il vient : ee g(u, u,)p(u, v) du, 


Pour la deuxième équation : 


2gu 5 Gv (£ =) 


+0 C,(y) We -iux 
=) ef enr = dy Lim se cn + 
-© 


co 2% dY 
ist UE ei 1v.y 
= ei" î _— 1 
D) CURE = dy ne pu, v.) dv, 


en posant : 


1 i(v=v.) ct (iv)° C,(y) 
h(v,, v) f” 2x € 1° >) n! d 


“vient : 
Opus av) 
Le — = Lim /” plu, vi)h (vi, v) dm 


Dans le cas des processus à accroissements indépendants les 
C, sont indépendants de x et les équations de Kolmogoroff deviennent 
la première 
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la deuxième 


es +00 rs 
74 Catt) dths a(t) - / (y - x)" ‘E° 
t oo] 


CRU) ; 
et = si fe 


g étant la fonction caractéristique de l'accroissement X du processus 
CHEMEALIE LAS 


On a donc en posant y= Log ? 


+00 
w = Dim. S(g- 1) or £ . CT PAp, 
NE 720 “ 


(00) 
avec mes = dp > 0 


Pour nous ramener auxnotations classiques nous remplacerons:| 
WipanzZ Donc 


+00 
ven Lin (ex ti): dp 
Mt 0 


= ee EPS dp: 
= Lim Lt -2 Line 


Nous devons donc avoir quel que soit Z 


ZL'+isinxz) Ÿ dp. 


+00 77 

Lim / sin? ou Ÿ dp convergent 
-0 
400 

Lim / sin xZ Ÿ dp convergent 
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mais comme étant donné x 0 on peut toujours choisir Z de façon que 


CZ, LL sue 
Sin > Ÿ Lim Ÿ dpnepourra devenir infini que pour x = 0 donc les 


intégrales convergeront si etseulement si elles convergent au voisinage 
de 0 et de l'infini. En remplaçant les fonctions par leurs parties prin- 
cipales au voisinage de 0 on voit que cela exige : 


Lim f. LS | EI 
Lim Te S dp < K' 
au voisinage de l'infini on devra avoir 


a +00 
dp 7 Gp C2 
oo) b 


On peut réunir toutes ces conditions en écrivant : 


sin x 
Lim/ (a ==) dp=g{x) 
où g(x) est une fonction croissante (puisque dp > 0) est bornée et 


+00 
Lim / CE TS d au 


On peut transformer l'expression sous le signe somme de façon à pou- 
voir appliquer le théorème d'interversion des limites. Pour cela nous 
éerirons à 


Pr SUEZ C7 ie 
; RER Ë x” sin x 
y = Lim EE PE > dp 
y -Sinx | -Sinx 
X 
+ feiz + 
X 


Les expressions sous le signe somme étant maintenant toutes 
bornées nous pouvons appliquer le théorème d'interversion des limites 
cHécrires 


ÿ— #£ +i(sinxZ - 6Z 2) de 
TA 


= 
Il 


sin x 
x 


he 


miZ + ETAT: 
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en posant pour &(Z, x) (que nous appellerons la fonction de Loève) : 


Æ(Z, x) {eu “1-61 


xs) N 


——— = — 
#4; X = SM x 


Cette fonction de Loève vérifie l'identité : 
l 
%(Z, x) - :/ (Y(Z +h, x) + #(Z -h, x)l dh=e'* 
on en déduit en posant : 


1 
V-vt-s / y(Z +h)+y(Z -h) dh 


à Jet 


La formule de Lévy nous donne donc : 


1 : 
g(x) sd g(x,) 2% 2k Le - iz 


yaz 

La fonction g est donc déterminée de façon unique quel que soit 
le mode de divisionde l'intervalle 0, t. miZ se déduit du premier terme 
du développement de y car / % (Z, x) dg a sonterme en Z de la forme: 
iZ / K(x) de. 


iZ / K(x de = m'iz 
m' étant bien déterminé par g. Nous avons done démontré que si une 
variable aléatoire est la limite de sommes de variables aléatoires indé- 


pendantes en nombre aussi grand que l'on veut, la caractéristique se- 
conde peut être mise d'une façon et d'une seule sous la forme : 


Ÿ = miz + /K (2, X) de 


où m est une constante É(Z x) la fonction de Loëve, g une fonctionnon | 
décroissante et bornée. 


Réciproquement si une fonction de x est de cette forme, c'est ! 
la limite de la caractéristique seconde d'une somme de variables aléa- 


toires dont le nombre des termes augmente indéfiniment. En effet, on | 
peut écrire : 


y = LimŸ (Zx,) dg (A)+tmzZi (ke AÀ;) 
Ai 


Les À ; formant une suite de pavages convergent vers Un pavage 
de Lebesgue. 


132 


Or, (zx.) dg(A;) est la fonction caractéristique d'une variable 
poissonnière (z0) dg (0) + mzi est la fonction caractéristique d'une va- 
riable laplacienne. S'il n'existe qu'un nombre fini de dg(A.) f 0 le rai- 
sonnement n'est pas infirmé. En effet, une variable poissonnienne peut 
être considérée comme somme d'un nombre arbitraire de variables 
poissonniennes de caractéristiques secondes 


SAC x;) dg(A;) 


n 


FONCTIONS ET FONCTIONNELLES PRENANT LEUR VALEUR SUR 
L'ENSEMBLE DES VARIABLES ALEATOIRES INDEFINIMENT 
DIVISIBLES - 


J'appellerai V.A.I. D. toute variable aléatoire dont la caracté- 
ristique seconde est de la forme : 


y= miz +/ & (z x)dg 


où m est réel. ® (zx) est la fonction de Loève, dg est une fonction bor- 
née et croissante; norme de cette variable aléatoire l'expression : 


X| = Sup im,/ dg) 
-0 
si X, etX, sont des V.A.I.D. indépendantes, X, + X, l'est également. 
En effet, y +y, est de la même forme. 
IX, + > = Sup, +m, VE dg, + dg,) 
< Sup (m;, VER + Sup Heu dg, ) 

<IX,| + IX,] 
D = X J'éerira(X, tX;)=2%X, 
et j'aurais : 2xX =2 Xl 


D'une façon plus générale, j'appelle n x X la somme de n V.A.I. D. in- 
dépendantes et de même distribution que X. J'aurais comme caracté- 
ristique seconde n 


n+x|=n 1x] 


Enfin si étant donné à > 0 je considère l'expression \y, c'est la carac- 
téristique seconde d'une V.A.I.D. Je poserais par définition : 


VEN ct aurais: AT FR IX | 
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La condition N et S pour qu'une V.A.I. D. X tende vers 0 est que |X| 
tende vers 0. | 


Soit maintenant un ensemble classifié E. Je peux définir des 
fonctions x{t) sur E prenant leurs valeurs dans l'ensemble des V.A.I. D. 
Ces fonctions peuvent être nn semi-étagées. On peut également | 


définir les fonctionnelles Y = x(t}d pourvu que la mesure dm ne soit | 
jamais négative. On aura pour y(X) une expression où m et y sont des | 
fonctions de t et pour y(Y) une expression de la forme: | 


y (CH) -[ y (tt) am 


dans le cas particulier où x(t) est constant et où dm = dt 


ro =yco a 
Si t varie de 0 à t, nous aurons : VER X 
: = . SY) < 
Soit une fonctionnelle Y sur E si St est une V.A.I.D. c'est-à-dire 


si Es 0 quel que soit x, puisque : 


at 
av(Y) _ èm , 2g 
SET dt iZ +18» st 


à r -y(t) | 
Alors on peut poser : 2 = y(X) et l'on aura : X = Lim RME 
à 
On écrira : X = Cs d'où finalement : CE IRS = y Ere = 
at at at 


Nous avons donc défini la dérivée d'un processus de Wiener-Lévy. 


Autres exemples de processus de Markof. 
Exemple le 


Supposons que la variable z' soit sensiblement équivalente à 
z' = Zz(1+AX) 
À étant une fonction de t et de dt qui tend vers zéro quand dt tend vers 


zéro et x une variable uniformément répartie entre 0 et 1. Dans ce cas | 
l'application de la formule nous donne : 


dm' _ 7 1 dm | 
az - nd à | 


LE 25G er | 
t L+À | 


; er dm 
Si nous posons z =: (1+u) re dax "az  f(Z) 
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POTESS OS 


I1 vient : 


ds Ja Lis a Z' Z' 
dZ' d'à 2Z'(1 +u) ‘(Æ G+u) Er 


en prenant un développement limite par rapport à u : 


dus, /” 1 Z' Z' Z' 
dZ' +/ [6 =) +u(zr £)(Z) io 


en effectuant l'intégration il vient : 


dm! , Z' à Z' Z' 
di F (; 2) dE EG &-) a «( - )] 


en prenant un développement limite premier ordre par rapport à 


dm' L ! À ul 11 L 
D #uzn 4 [ren + zwrçzn +. | 


_ 


en identifiant avec : 
dm"! 2 
FA M # N dm 
nous voyons que au premier ordre : 


ie ASP UT 
BU) 1 


dont le quotientiel de N est : 


O 
" 
® 
N 
il 
on | 
+ 


7 n! 


: ‘d À 
“4 ho A —_ je 
te 2 


= 1(2' a-D-2) 


Dre Z*d À1\" 
1 #0 +@ (iw) (- 2 
= 25 e 21777) > RS Le PR, Lo. 
1 +0 


N 
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SX Crezit _4X 


Donc : Île . 11 2 1(zTa-S-2) 


a d'A 2 sù : 
‘ee = 
= € r(z'e - Z 
dm 
en posant FAI 


_ Sax 


d'A dÀ 
É Ja | 
il vient:g(Z')= e” ” ze É | . dm'(Z')= am(z'e ; ) | 


SiZ est uniformément réparti entre 0 et 1Z' sera uniformément réparti 


d'A 
entre0ete” ‘ .Il importe de remarquer que dans cet exemple Z' est 
4 
égal en probabilité à Ze | donc que le processus est déterministe 


en probabilité. 


Exemple TE 
CERTA Et 


a estunefonctionde t, X la variable qui prend la valeur 0 la probabilité 


1 1 
2 et 1avec la probabilité É Un calcul analogue au précédent montre que 


a(N) # ee l' dt 
donc que 
q(N) # U(Z' -Z - S dt) 


N =T Tzr - z - 5 dt) 


a 
= LIT = _ 
I(Z Z 1 g dt 


Donc g(z')=f(z'- "i 5 dt) avec la probabilité 1. Ici encore le processus 


est déterministe en probabilité. 


Exemple III. 


Plus généralement on a un processus presque prophétique, toutes 
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les fois que l'ona:z'-zvVdth(z, t, y) h étant une fonction bornée- 


d 
En effet : CR 


: : 
dy dZ'” dm peut s'écrire en supposant y remplacé dans 


Aug |s 
dy | par sa valeur en fonction de z'ztdt. 


1 
! LES 
fixe. Lrdi) dt dm 


K étant une fonction qui ne tend pas vers zéro quand dt tend vers zéro. 
D'autre part quand on exprime z en fonction de z'tydt on a : 


2-07 Budt 


u restant bornée puisque h est bornée. En prenant u comme variable 
u, etu, étant les limites d'intégration on a : 


g(Z') #* K(Z', Z' - udt, t, dt) f(Z' - udt)du 
au é 


en prenant le développement limite au premier ordre en dt 


! "2 1 ! 1 2 0K ! 
eZ #/ RIZOUZUIE, Où #2") du + at / f(Z') du 
CE u; 


PR f(Z') + K£' (Zu au] dt 
sl 


pour dt = O0 on doit avoir g(z') =f, donc : 


ne K(Z', Z', t, Ojdu = 1 
au 
et par suite on peut écrire : 


q(N) # I + dt(a I +bl!) 


fit 


N=e TT TASER bdt) avec : 


u?(Z't) -u?(Z't 
b = RENE? KZ ZA, t 0) 


Il y a donc la probabilité 1 pour que l'on ait à chaque instant 
ZNErSDI 71 0)IAtEER7 


donc pour que l'on suive la trajectoire intégrale de l'équation différen- 
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tielle _ + b(Z t) = 0 qui passe par le point Z, t. 


Variation d'un processus à accroissements indépendants. 

Nous avons vu au premier chapitre que si des variables appar- 
tenaient à un même système on pouvait définir une relation d'ordre, un 
supremum et un infermum. Nous poserons pour simplifier : 


MN 

Zi = S0p (0,2) 
M 

Zu Int (0) 
VA EN 


La soustraction est prise ausens de la soustraction des variables 
liées. Soit un processus à accroissements indépendants 


z-f ua 


Soit une répartition en classes x de l'ensemble E des valeurs de t, P, 
une classe de r et posons : 


= 4 = > e 
Y, 1 u')* dt: pp ru 
J 
- D ÿ s4> 
Br Pen ; Cr Le Y; 


Si nous remplaçons x par une interprétation plus fine x! et si 
nous formons À By, Cm nous avons : 


/N A V 
NN Dr Ye DS 


IX, < > [Y 


Démontrons la propriété pour les Suprema. On démontrerait de 
la même façon les deux autres propriétés analogues. 


1/ - Si l'on a X, = U+V,, la variable U étant indépendante des 
V;, Sup (v;) est déterminé par la donnée des valeurs v; des V,. On peut 
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se fixer arbitrairement la valeur u de U ce qui déterminera les valeurs 
x; des X; etpar conséquent Sup (x;). Onaura entre ces diverses valeurs 
ll 


les relations : 
Sup (x,) = Sup (u + v,) = u + sup (v.) 
On aura donc : 
Sup (X:) = U + Sup (V.) 


l'addition étant prise au sens de l'addition des variables aléatoires indé- 
pendantes. 


2/ - Sup (0, U, V, U+V) = Sup Sup (0, U) + Sup (V, U + V) 
Or d'après le 1/ on a : 
DUD (VE AU ENT) SSI SU (0; CU)IEV +0 
On a donc : 
Les N\ 
SUDI(O SUPER UREN) = ES Up UV EU) 
D'après le 1/ on a encore : 
Lo le Le 
Up (0, U, V, U+V) = U+Sup (0, V) = U + V 
SS 
Si nous désignons par (U, V) l'expression Sup (0,U,V,U+V), on a : 
LAS Am A 
UMR EUR EEV 
Raisonnons maintenant par récurrence pour étendre la relation 


au cas de n variables. Désignons par ( U; ) l'expressionSup(X;) les X; 
j n n n 


Sr, 


étant toutes les expressions de la forme Ÿ e; U ,&. étant égal à 0 ou 
j=1 J ] 

à 1. Nous avons en mettant en évidence les X; qui contiennent U, avec 

un coefficient non nul : 


(Ü ) = Sup (Sup (Xi. ), Sup GER +U;)) 


jgn ” | 
= Sup (( 0, ), (0 )+u,) 
JRnEl j < n-1 
Le) A 
= (0, ) + 6, 
Ent 


La propriété étant vraie pour n= 2 elle est vraie pour toute va- 
leur de n et l'on a : 
A DRE 
(U,) = ZU; 
j &n 4 


Or on a visiblement 


Ÿ 


ZPSS ra MX _ 
D U, <( U;,) et par conséquent DU, < YU; 


On a donc une suite croissante de Ar, décroissante de Bx, crois- 
sante de C}. Si l'on montre que ces suites sont bornées (et il suffira de 
le montrer pour les Cypuisque Ax < Cr -Bx < Cr) elles convergeront 
vers les variables aléatoires À, B, C que nous appellerons respective- 
ment la variation positive, la variation négative et la variation totale 
de Z. 


L'existence d'une borne supérieure pour les Cest évidente 
pour les processus à accroissements positifs car dans ce cas h'A ne 
et Cx = Z. Il y a également une borne supérieure lorsque le processus 
peut se mettre sous la forme d'une différence de deux processus à ac- 
croissements positifs car dans ce cas on a: 


[V. = W.) < V, + W. 
J J J J 


la soustraction étant prise au sens de l'addition d'une variable avec 
l'opposé d'une autre variable qui lui est indépendante. Soit le processus 


Z(t) - / U * dt 


où t varie de 0 à 1 et où U est constant. Si les Crrelatifs à toutes les 
répartitions en classes de 0 <& t < 1 sont bornées, nous poserons : 


(U) = Sup Cr 
Il existe une fonctionnelle additive y(M) définie par : 


Y(M) = Sup{ À 


P.= M 
j 


FAR 
sur les réunions de classes des x,. Nous avons : 
MC M, —Y(M,) < x(M,) et 
*(M) < (U) 


Si nous prenons pour x, les répartitions où les classes sont de la forme 


ol 
= TRE —.. Les Y;j ontla même distribution. Donc ilenestde même 
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des Y, etsil'on désigne par P, l'une quelconque de ces n classes on a : 
(Us ny (Pa) 


1 
donc : PEN 
c ru) 
Siune suite d'ensembles M. tend vers ÿ il est possible de trouver 
une suîte de P avec n augmentant indéfiniment telle que tout M, soit 


inclus dans un P , donc : y(M,) < (U)—>0 par conséquent la fonc- 


CR 


tionnelle est o«-additive et s'étend à toutes les parties classifiées de 
0 <t < 1. Nous avons de plus : 


ram =u+/ a [ u+a et 
M M 


(U)= Lim n+|2+Ul] 
n —@ n 


Considérons maintenant un processus pour lequel U(t) est une fonction 
étagée. Si pour toutes les valeurs U, de U(t), (U;) existe, nous pourrons 
définir de la même façon que précédemment une fonctionnelle y(M). Si 
chacun des ensembles N; où U(t) est constant, on aura : 


re) = (Un - / à MC N: 


On a donc pour un ensemble M quelconque 


pan = 2 MN) =>/ (a+ dt 
@) i 


d. (U:) + dt 


Si nous considérons maintenant un processus pour lequel U(t)est 
une fonction semi-étagée, on aura de la même manière par un passage 
à la limite une fonctionnelle : 


(M) = 1 U{t) }* dt avec : 
ï (ui) 
(vw) = Lim. _n x*x|- +«U(t)| 
n — © n 
De la mêmefaçonon peut définir la fonctionnelle 
“ LES 
M) Li ÜÙ (t) + dt 
1 
avec U(t)= Lim ne UE (T) 


n 


le] 
Si nous considérons la somme : À = Ÿ Y, nous avons vu que l'on pou- 
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vait écrire : Az = Sup (X;) 


les X; étant toutes les variables de la forme : 


avec e;; égal à Oona 1. 


Quand nous passons à la limite il vient : 


Il 


+ J +. vw x dt. 
. U(t) * dt 


#, étant la fonction caractéristique d'ensemble de l'ensemble M,;. J'ai 
donc : 


À = Sup (/ U(t)* dt) 


J'aurai donc : UE UD) EE RAS 


en particulier : t 
Z(t) < À puisque Z({t) - | U(t) x dt. 


Si M est un ensemble de la forme 0 < t < t, j'aurai cette iné- 
galité quel que soit tE M; par conséquent : 


Sup Z(t) < «(M) 


t<t 


Or Sup Z(t) constitue un processus de sécurité au sens de Monsieur 
t <to 


Daniel Dugué. Nous avons donc montré l'existence de ce processus 
toutes les fois que «(M) existe donc toutes les fois que U(t) peut être 
considéré comme la somme d'un processus à accroissements positifs 


et d'un processus à accroissements négatifs. 


FONCTIONS ET FONCTIONNELLES PRENANT LEURS VALEURS 
DANS L'ENSEMBLE DES FONCTIONS SEMI-CARACTERISTIQUES - 


J'appelle fonction semi-caractéristique une fonction g(v) de la 
variable complexe v. e 


1/ - Holomorphe et non nulle dans un disque D de rayon R et sur 
sa frontière. C; 


2/ - telle que g(0) = 1. 
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Il résulte de la définition que : 


1/ - Les fonctions semi-caractéristiques forment un groupe 
multiplicatif. 


2/ - ]g(v)[ = Sup |Log g| est fini. 
De plus, ona:  Ig,g,i < 18,1 1g,1 


car : [Log g,g,l< [Log g,| + [Log g,| et ]g(mv)[< [mllg(v){ pourm«i1. 
car en posant mv = v' quand v décrit C, v' décrit C' de rayon |[m|R et 
d'après le lemne de Schwartz : 


s EN br ose 
[e) Va [e) v! 
on 88 ù R PE 88 


Si, en tout point E d'un ensemble classifié E on fait correspondre une 
fonction g(v), on définit une fonction h(t) prenant les valeurs dans l'en- 
semble des positions semi-caractéristiques. Les fonctions h peuvent 
être étagées ou semi-étagées. 


Si on a une mesure m{t) sur l'ensemble E et si l'on convient de 
prendre comme produit expotentiel g". = g(m v),ce qui est possible puis- 


que : 


(882) = (8,8,)(mv) = g,(mv) g,(mv) = (g,° )(8,") 


le < Igl(Iml 


On peut définir une fonctionnelle multiplic ative IT g,<" “Pour calculer 
le quotientiel de la fonctionnelle essayons de la mettre sous la forme 


PT = etool Ja” = elog cuie( Tan, 


=ve Lim Ÿ Log gAr Re Am 
A 
Quand Am tend vers zéro g * tend vers 1 et : 


Log (vam) _ Ti VAN) El 


Am Am 


Lim 


Soit h cette limite commune si elle existe. 
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TT go = etinnan = LIEN Lim IT (eryar 
Nous pouvons donc poser q = e" et écrire : 


Tlg‘ =Ti(e'ÿ" avec h = DCE 


dm 
Exemple : 

Les fonctions g de la forme g(v) = 7e ivh@) dp(x) où h (qui ne 
peut être complexe) est borné en module et où JS ap(x) = 1 dp(x)> 0 sont 


des fonctions semi-caractéristiques. Eneffet, silhl < klivh| < kR et 
la partie réelle de ivh est inférieure à kR : [g(v)| < e*. 


Nous avons une condition suffisante pour que g(v) ne s'annule 
pas en écrivant que sa partie réelle n'est jamais nulle, ce qu'on peut 
assurer en écrivant que la partie réelle de e'"" est positive. 


Or, cette partie réelle vaut |g(v)| cos I(ivh); pour assurer que 
cos I(ivh) est positif il suffit que : 


LL 
I(ivh) < 9 ? 
: à LL T 
ce qui est entraîné par: livhl< > V < 
2 2k 
condition qui sera satisfaite pour tous les disques D de rayon R «< _ 


Si les fonctions h, d'une famille sontbornées dans leur ensemble, nous 
pouvons les considérer comme des fonctions semi-caractéristiques en 
prenant : 


CRE NN RE 
He 2 Sup Sup h (x) 


Si h(x) et dp varient enfonctionde t, g(v) varie en fonction de t. 
Si g(v) est une fonction semi-étagée par rapport à t on peut définir la 
fonctionnelle multiplicative [Te .- Pour avoir son quotientiel je calcu- 
lerais : 


g(vat) - 1 


H = Lim 
At 


ivh At dp - 1 ei" ACER 1 ivh A 1 
H = Ji AÉEE —] ji SR TEE Rn = pi Le 
im Tr im me dp Lim = dp 
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= ivh dp HER IT ET = eiv JP 


La fonctionnelle multiplicative peut également se mettre sous la 
forme : 


Te "NW h dp dt 


Application : 
Considérons un processus à valeurs indépendantes et soit X, (t) 


la valeur prise par la fonction échantillon à l'instant t. Si nous formons 
les sommes : 


21 See nt 


Z = Ye” nt 


Les at étant les mesures des classes d'une répartition de E et les x, les 
valeurs prises pour x en un point quelconque de la classe. La fonction 
caractéristique de Z sera : 


& = fes fesse TTap, za TT ei” dpes, 


Quand onprenddes répartitions enclasses de plus en plus fines qui en- 
gendrent une classification de Borel 5 converge vers ][g‘t 


avec: g = [ei dp . Dee en “€ Gn'tire 8 = enfiq en 


posant : re dp = 9 

La fonction caractéristique de X converge vers la fonction ca- 
ractéristique du nombre certain Je dt d'où X converge en probabilité 
vers foût. Cette intégrale ne dépend que de u et l'on a par conséquent 
en probabilité : 


x, = X= f pat 


Or, X, converge vers : et dt; donc on a en probabilité : 


fever) àt=  fotu, tydt 


Nous pouvons développer les deux membres en série par rapportàu, 
ce qui donne : 


+00 
- pour le premier : D (iu)" VE (t)"dt 
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+00 


pour le deuxième: Su ft (t)dt avec p, = J'x"ap, (x) 
[o] 


On a donc en probabilité : 


fx ttr'at = fat je x" dp: (x) 
Jef that = fat / 86 dpi) 
Si le processus est stationnaire dp. est indépendant de t et égal à dp et 


l'on peut écrire : 
+00 
‘he g(9 dp = - De ge (0) dt 


Dans la pratique on remplacera / L e (x a (1) dt par Ÿ g(x;)p,, P, 


to 
étant la mesure de la classe qui contient x.. 
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CHAPITRE VI 


APPLICATION A UN PROBLÈME PRATIQUE 
DÉTERMINATION DU RENDEMENT 
D'UNE MACHINE A PAPIER 


Une machine à papier est une machine qui transforme une solu- 
tion de pâte à papier en papier. Son rendement est le rapport = du poids 


p du papier obtenu au poids P de la pâte en solution. Il est intéressant 
de déterminer si ce rapport varie en fonction du temps afin de pouvoir 
remédier à un dérèglement éventuel de la machine. En fait ce rapport 
est peu différent de l'unité et il faut déceler s'il lui arrive de s'écarter 
de cette valeur. 


On connait le poids du papier produit pendant un certain laps de 
temps ainsi que le volume de la solution employée, 


Il suffira donc de déterminer comment varie la concentration 
de la solution en pâte au cours du temps. En effet le poids de la pâte 
employée pendant une certaine période est donnée par la formule : 


PE ['<0 dv(t) 


I1 n'est pas possible de déterminer à chaque instant la fonction 
c(t), les méthodes dont on dispose conduisant à détruire la pâte; il fau- 
dra donc faire des mesures de concentration à des instants donnés t, 
aussi éloignés que possible les uns des autres afin de réduire autant 
qu'il se pourra le nombre de mesures. Nous nous proposons donc d'é- 
tudier le moyen de déterminer P avec le plus de précisions possible en 
faisant le minimum de prélèvements. Le volume de la pâte employée 
estune fonction monotone du temps; nous pourrons donc prendre le vo- 
lume v comme variable et c deviendra une fonction de v. Cette fonction 
de v est déterminée par de multiples causes dont l'analyse est prati- 
quement impossible. Nous sommes donc amenés à la considérer comme 
une fonction-échantillon d'un processus stochastique. Nous pouvons faire 
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les hypothèses suivantes sur ce processus : 
1/ - La loi de probabilité de c(v) est indépendante de v. 


2/ - Sila valeur de la fonction c(v) est déterminée à l'instant t, 
la valeur de cette fonction quand v varie peu n'est pas indépendante de 
c(v) mais en diffère peu. On peut considérer que les variations de c(v) 
pour de faibles variations de v sont indépendantes. Si nous posons : 
c(v,)=x, c(v,)=y. Les différences y - x sont indépendantes et y - x est 
une fonctionnelle additive de v. D'après la théorie faite précédemment 
des fonctionnelles additives à valeur aléatoire nous pourrons écrire : 


y-x=/ "xt, x) x dv 
Va 


3/ - X(v, x) est gaussien. Cette hypothèse peut se justifier phy- 
siquement en remarquant que les causes qui font varier la concentra- 
tion sont nombreuses. 


4/ - La concentration tend à s'établir au voisinage d'une valeur 
m et si c(v,) aune valeur x différente de m il y a une sorte de tendance 
de rappel qui a pour conséquence de donner à c(v,) une valeur moyenne 
plus proche de m que x. Pour de faibles variations de v cette valeur 
moyenne diffèrera x d'une quantité qui est sensiblement proportionnelle 
à m-x et à v, - v,,; on la posera donc égale à x + (m - x)Adv, À étant 
une constante du dispositif précédant l'arrivée de la solution de pâte. 
On déterminera expérimentalement cette constante. Si l'on compare ce 
résultat à la formule : 


CV) EC (VX EC) dy 
On voit que A(m - x) est la valeur moyenne de la variable X(x, v). 
X(x, v) -1 (m - x) est donc une variable gaussienne de valeur moyenne 
zéro. Nous admettrons que son écart-type ne dépend pas de x; nous la 
poserons donc égale à X, x o(v). 
En résumé nous pouvons donc écrire : 


c(v + dv) = c(v) + (rm - c(v)} dv +X,*o(v)dv (E) 


Cette égalité résume les conditions 2/, 3/, 4/. Il nous faut en- 
core exprimer que c(v) satisfait à la première condition. 


INTEGRATION DE E - 
Nous allons chercher à résoudre cette équation différentielle et 


à exprimer que la solution trouvée satisfait à la première condition. De 
plus nous voulons que la solution ait une valeur donnée certaine pour 
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v = 0. Nous poserons donc c(0) = y. Dans ces conditions la fonction- 
échantillon c(v) ne peut plus être prise arbitrairement parmi les solu- 
tions de l'équation différentielle. Etant donné que cette équation est 
linéaire nous pouvons supposer que la solution sera sans doute de la 
forme : c(v) = yf(v) + G(v), G(v) étant une fonction qui ne dépendra que 
dem ne aveet os (M): 


D'autre part, toujours à cause de la linéarité de l'équation, nous 
pouvons supposer que G est de la forme : 


“ g(@, v) X,*x dp(®), © étant une variable auxiliaire qui décrit 
o 
l'intervalle 0, v; g(®, v) et dp(v) étant deux fonctions arbitraires que 
nous déterminerons par la suite de façon à obtenir une solution de l'é- 
quation différentielle. 

Nous allons donc porter l'expression : 


ra + fl ate, v) Xe + dp(e) 


dans l'équation différentielle et nous allons voir s'il est possible de dé- 
terminer f(v), g6, v) et dy(e) de façon à obtenir une solution de cette 
équation. 


Il vient donc : 
v+dv 


#+a+ f g(®, v +dv)Xo + du(®) = vf(v) ne g(0, vX 9 + d(0) 


+ (rm = yf(v) ef g(o, v)X o* ap(0)}n av + X, de 
Or on Fee écrire : 
ÿ ds EC v+anx, » due) = (/ 6, v+avxo+ apte) 
| + g(v, v + dv)X, A dy(v) 


yet du(e) étant manifestement indépendants de l'intégrale prise de 0 à 
v nous devrons avoir les relations : 


(1) f(v + dv) = FC) + (m = (}x dv 


(. v)Xo * ap.(8)) - à dv) 


(2) g(e, v+dv)X;* du(e) 
(3) g(v, v + dv)X, x du(v) = X, x o(v)dv 


En divisant l'équation (3) par dvet en faisant tendre dv vers zéro, 
il vient : 
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(4) g(v, v)X, * Be X, * o{(v) 


X, étant une variable normale de moyenne zéro et de variance 1, cette 
dernière équation revient à : 


du 
PE = 
(5) EU E () 
En intégrant l'équation (1) on trouve : 
yf(v)-m=Ae-} 


Comptentenu de f(0)=4Mil vient râse pr-um.nEn intégrant l'équation (2) 


il vient : g(o, v) = Be-\"-®1, B étant une fonction de 9 seul. En fai- 
sant © = v dans cette équation il vient : g(®, 6) = B(e). En portant dans 
l'équation (5) il vient : 


à 
(6)  B°(0) 4 = o (0). 


Nous avons donc résolu l'équation différentielle et trouvé comme solu- 
tion : 


(ii) c(v)=m+(y-mje-\ + [A e”Mv - 0) B(0)X, * ge de 


o(e), B(e) et étant liés par la relation (6). 
du 
de 
tisfaire à la première condition. Pour cela nous supposerons que y est 
üne variable aléatoire dont les cumulants sont donnés 4; ; il devra en 
résulter que c(v) estune variable aléatoire de même cumulant u,. Nous 
aurons dônc : h} =m + (4 -m)ev. 


Nous devons maintenant choisir B(0), œ(e) et de façon à sa- 


Cette égalité ne peut être satisfaite quel que soit v que si L, = m. 
= -2À, ; -2Àtv-0) 2 d 
b> = € + fre B° (0) <- de 
ce qui peut s'écrire également : 


Fe) sh e2\8 B°(0) _ de 


En dérivant par rapport à v, il vient : 


d 
(8) 2au, = B°(v) EU pusnse Ni 
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Cette égalité ne peut être satisfaite quel que soit v que pour 
u. = 0. Il s'ensuit que y estune variable aléatoire gaussienne de moyen- 
ne met de variance s constante. On peut écrire (8) quel que soit v donc 
en particulier pour v = 8ce qui nous donne compte tenu de (6) 2às =o-(0), 


En remplaçant : par sa valeur dans (7) il vient : 
à 215 
(9) c(v)=m+(y-m)e-" “à er MY-0r, B(6) Xe x 
: ) Fo*Be(0) 


Comme X 4 est une variable aléatoire gaussienne de moyenne 
nulle on a : 


1 
B(®) Xp #——— = X,y et (9) devient : 
® * (0) e et (9) 


(10) 


Si nous formons maintenant l'intégrale Au) : 


A(u) = ni c(v) dv 


Nous obtiendrons une variable aléatoire liée aux variables X4, nous 
pourrons l'exprimer en fonction des X, au sens de la théorie des va- 
riables fortement liées et enintégrant ensuite au sens de la théorie des 
variables indépendantes. Il vient donc : 


Au) sera donc une variable obéissant à la loi de Gauss de moyenne : 


mu += eu - af (1 = 2) 


> É 1 Xi 70 2 _2s ye -}y L -2}u 
et de variance f be. 6 à 21s de-= * u-:(1-e (1e ) 


hu 
1 à) 1 ler 
< 5 = — ee" > —|+ ———— 
I1 vient donc : m, mul LÉ Fa 5 ru ( En ) 


Nous avons donc obtenu ainsi une estimation du poids de pâte et 
de l'erreur probable sur ce poids quand on connaît la concentration à 
l'instant initial de la solution et le volume de cette solution. 
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CALCUL PRATIQUE DE L'INTEGRALE - 


Remarquons que si \u augmente indéfiniment ou est très grand, 
c'est-à-dire si l'on évalue le poids p au cours d'une période suffisam- 
ment grande (c'est l'expérience qui en fixant la valeur de À déterminera 
ce que l'on peut appeler une longue durée) les formules deviennent, au 
premier ordre près, 


y-m 2su° 
UE; = 
Au ) A Au 


Pour Àu quelconque on commet une erreur assez importante sur 
l'appréciation de p. Nous allons voir ce que l'on peut réduire de façon 
très sensible l'importance de cette erreur en effectuant des mesures 
de la concentration pour des volumes de solutions intermédiaires : 


u 
v, =0 Re 0 


En effet nous pouvons appliquer les formules trouvées précé- 
demment à chacun des intervalles ainsi déterminés et il vient : 
Au 


d Au 
[’ cdv=mfi+ie ” - ++ x, (1 -e | )+ 


En additionnant ces n égalités il vient : 
Au 


Au n=1 
: Eee coast ME tt 
B(u)=nm(n+ se ee ra 


s 1 -\(# - 0) 
4 [Ter }Xo » 225 do)+ n 


B(u) a pour valeur moyenne : 


Au nel Au 
n - — n — 1 

+ n e Y = n 
mu 7 € + 2 Y (i e ) 


ce que l'on peut écrire également 
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1 
£ 


Au 
= nm’ He Y; ne FÉ 
ms mul: <e ar (e 1) + = ju (: e 
B(u) a pour variance : 


25 2n _ hu n PE 
RE ue \ or He vs) 


ce que l'on peut écrire également : 


2sw | n ne me IN ne +] 
he (une ren (ire 1]: 


n 
t 


ol 
dE 


Ces expressions deviennent : 


; M1 + = : jee = =. 
a a 


5 


1 
= ÆN —— d= -a + — = -2a = 
% 2s] 2 ( ERA) me (Ge ] 2S7y 
en posant : 
il 2 
ns  — 1 - -a\ + = -2a 
EE ado er 


La fonction de y de a est continue et bornée. En effet quand a 
tend vers zéro, y est équivalent à a. 


Si nous formons la dérivée y! il vient : 


Y'a ete PE NE ARE 2 en de + PEL 
a? a? a? a? a? a? 

y! s'annule pour : 
éro-de #5 Wales" = 2e# = 1) =\0 a 0 


Une résolution graphique de cette équation montre qu'elle n'a 
qu'une seule racine comprise entre 0 et 3. La fonction y passe donc 
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par un maximum pour une valeur a, inférieure à 3. 
Or on voit facilement que y < a par conséquent le maximum de 
y est inférieur à a < 3. 


2 


su 

Nous avons donc œ < 6 S = 6 Se 
Si nous voulons que o, soit inférieur à un nombre donné k, s et u étant 
fixes, il nous suffira de prendre n suffisamment grand. À ce moment 


Au ; En : 
A Sera déterminé et en portant a dans l'expression de m, onaura 


une estimation de p avec une erreur probable inférieure à k. Cette er- 
reur pourra même être très inférieure à k si a est très grand ou très 
petit puisque y tend vers zéro quand a tend vers zéro ou vers l'infini. 
Le problème est donc résolu du point de vue théorique; du point de vue 
pratique il nous reste à déterminer les valeurs de m, s et À. Voici 
comment nous procèderons : 


Si nous considérons la relation entre c(v) et c(v +h) 


c(v+h)=m#+ (etv) - me + ‘ie gr (n-0) x, x 2215 de 
Le} 

Nous voyons que si h est suffisamment grand, les variables 
c(v) et c(v + h) son pratiquement indépendantes. Il s'ensuit que si l'on 
prend des mesures de c à des intervalles très éloignés nous aurons des 
échantillons de variables aléatoires gaussiennes de moyennes m et de 
variances s ce qui nous donne suivant la théorie classique le moyen 
d'estimer m et s par les formules : 

1 q 
Me — > C q étant le nombre 

qu d'échantillons 
s = nn 2 (e, 2) 


Si au contraire nous prenons une faible valeur de h il y a une 
forte corrélation entre c(v+ h) et c(v). En prenant des valeurs de v très 
éloignées les unes des autres et en conservant une valeur constante et 
faible de h tout se passe comme si nous avions des échantillons d'une 
variable aléatoire X, = c(v) - m et des échantillons d'une variable aléa- 
toire : X, = c(v +h) - m, ces deux variables aléatoires etant liées par 
larelation X7=%X en" + +; 


h 
X, étant égal à 7. e-N-OPE 2418-40 


La variable X, est indépendante de la variable X, et par conséquent : 
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=-Xh = Ah 


TL NX Dec e 
SMS 1 


-Xh 


Par conséquente est égal au coefficient de corrélation P entre X, et 


1 : 2 
Per rte = Log p. Au cours d'une série de mesures effectuées dans 


une papeterie, la valeur de p trouvée pour h = 8 m? a été o = 0, 51. 
D'où : Log p = - 0,674 . x = 0,084 par m° 


Nous pouvons considérer que les concentrations c(v + h) et c(v) 
sont indépendantes pour e-\" < 1% ce qui nous donneh > 50 m. 


Dans la même usine, le rapport : = vaut 0,087. Si nous vou- 


lons faire une erreur probable sur m inférieure à 1%, l'application de 
la seconde nous donnera le résultat quel que soit u en prenant n tel que 


0,087 \£ < 1%. 


Dion 2565 


Le nombre des échantillons à prélever et des mesures à faire 
est donc très élevé mais on peut réduire le travail du moins en ce qui 
concerne les mesures en remarquant que celles-ci n'interviennent que 
par leur somme. 


I1 suffit donc de prendre les échantillons de même volume et de 
les ajouter, avant la mesure. La teneur en pâte de la réunion étant la 
somme des teneurs en pâte des échantillons. 


Mais il est possible également de réduire le nombre des échan- 
tillons à prendre compte tenu du volume de solution. Supposons par ex- 
emple que nous ayonsprisu = 500 m?, pour assurer une erreur relative 


probable <1%, nous devrons avoir à > 122, c'est-à-dire : 


ay 500 * 0,084 
Y 122 


1 
ce que nous assurerons en prenant ay < >. 


Co | 


en résolvant l'équation : 


2 ee -à Le =. -2a a, 
Hess en) at e ) 


| 


nous trouvons a fÿ 1,9 n > 22 
Remarquons que pour de grands volumes nous pouvons nous 


contenter des formules donnant m, et o,; ‘pour avoir une erreur pro- | 
bable inférieure à 1% nous devons prendre ; | 


NU 2 007) 2 122 u >. 1.500 m” 


Nous vérifions a posteriori que la valeur de Au est suffisam- | 
ment grande pour légitimer l'utilisation des formules approchées. 
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UN PROBLÈME DE TEMPS D'ATTEINTE 


Par A. FUCHS 


Considérons une chaîne de Markoff discrète, homogène dans le 
temps à un nombre fini r d'états. Désignons par P; et ra MES be LA AO 
n = 0,1,2. la probabilité pour que le système passe de l'état i à l'état 
j en n épreuves consécutives. Pour n fixé les P°; sont les éléments de 
la matrice P°, n-ième puissance matricielle de la matrice P = P des 


probabilités de passage en une épreuve. 
IERPENES D EMRTE INTER (CDE 


Soit G un ensemble quelconque d'états. Supposons qu'à l'instant 
n > 0 le système soit dans l'état i faisant ou non partie de G et soit 
T;, (G)l'entier > Otel que n + T, (G) soit le premier instant pour lequel le 
système prend un état de G. La chaîne étant supposée homogène dans 
le temps, T;(G) ne dépend pas de n: 


DEFINITION 1 : 


La variable aléatoire T;(G) s'appelle le temps d'atteinte de G à 
partir de i. 


Notons que T.(G) peut prendre la valeur + ® avec probabilité x >0. 
Si par exemple i € groupe final pc, T;(G) = +-%'avec probabilité «= 1. 
L'éventualité « > 0 est exclue dans la définition classique d'une varia- 
ble aléatoire. 


La notion de temps d'atteinte est surtout intéressante lorsque G 
est un groupe final. Nous traiterons en détail le cas particulier où G 


(1) A BLANC-LAPIERRE et R. FORTET 
Théorie des Fonctions aléatoires (Masson) p. 222. 
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est un groupe final réduit à un seul élément, soit j. L'état j est alors 
un état absorbant et l'on a par définitionP,, =1l — P°,= 1 quel que soit 
l'entier n > 0. 


On désignera alors T; (G) par T;, = temps d'atteinte de j à partir 
des1. 


II - LOI DE PROBABILITE DE T;; Se 


Par définition T;, est une variable aléatoire qui peut prendre tou- 
tes les valeurs entières > 1, dans certains cas, la valeur +o. 


Posons : 


Q:,=P irien) il (1) 


Q; est la probabilité pour que, partant de i on arrive en j pour la pre- 
mière fois après n épreuves consécutives. 


(0e) 


Si l'on pose dq;; 3) Q';, on a nécessairement 0 < q;;, <let les 


formules (1)ne définissent la loi de probabilité de T,, que si d;;= 1. Dans 
le cas contraire on dira par convention que T, prend la valeur + w avec 
probabilité 1 - qi; >? 0. 


Placons-nous dans le cas régulier, c'est-à-dire, dans le cas où, 


lorsque n —w, P?., tend vers une limite 1; indépendante du premier in- 


dicei. Onaalors lim P = r; et l'on montre que la limite 1; est atteinte 
Lier 0) 


exponentiellement. Si en outre j est un état absorbant, sr, = 1. 


HAPFOREME:T-- 


Dans le cas régulier et si j est un état absorbant, q,. = 1 quel que 
soit i = 1, .:., r de sorte que les formules (1) définissent la loi de pro- 
babilité de T;;. 


On a en effet (cf. (1)) 
N 
Z pr 
n= il 
di; = lim N 
N —>o 1 D » p° 
n=l 1) 
Or, par hypothèse PF = | quelque soit n > 1 et lim P° SUpe 
quel que soit i = 1, ..., r. Le théorème en résulte. 


(1) M. LOEVE : Probability Theory P.31. 
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III - ESPERANCE MATHEMATIQUE DE te 


Si q 7 1 nous définissons le temps d'atteinte moyen de j à partir 
de i par : 


(0e) 
M;,=E {Ti} = ù ho? 
Nous allons voir que dans le cas régulier et si j est un état absorbant, 


la quantité M;; est finie quel que soit i = 1, ..., r et nous allons indi- 
quer un moyen simple pour la calculer explicitement. 


Il résulte immédiatement des définitions que l'on a : 
P;,= 2 QNN Pi avec PF, 1 (2) 


Dans le cas où j est un état absorbant, cette relation se déduit à : 


P;; = > Q; (2') 
k=1 
d'où 
il _ 
Ch 
Q° = p' Ée Pise mn > > 


ij iy ij 


Pour calculer M;, on commence par former : 


N N N 

n n n nel 
> nQ-Q;+ DnQ-p;+S nfr,-# 
n=]l ° 


n=2 n=2 
N à: N 1 
SUN P' - DIMEn 
;, ji] 2 i) 
n=l n=2 
N No 
or Der)» 
n=l V=] 
N-1 
des N = V 
5 ner 
Ve l 
N N : V 
= F;, cn N P;; 4 2 P; 
VE 


Il 
mo 
+ 
A 
ve) 
ras 
[| 
Zz|- 

LA = 
“as 
(be 


N 


=" : : 1 
en désignant par Le la moyenne arithmétique N D 
V=l 


12% 
ij 
Supposons à présent que l'on soit dans de cas régulier ; x, ayant 
la regnes de tout à l'heure, on ä : : 


5 n Q, = PEN [er er] 
n=l 


. tend vers 0 exponentiellement .; il en résul- 
te que dans les mêmes Faro N (ee - ] —> 0 d'où : 


N 
M. = lim » n Q° =7 + lim Nr - & 
AA N —>o ni] J 1J 
N 
= 1 _ pr. = + ss 
+ lim ÿ |» m1] 1 > É Pi] 


n=1l 


Or; ter Se ; tendant vers 0 exponentiellement, ss série de terme géné- 


Far Pr = absolument convergente, donc convergente. 


Or, lorsque N—® , Er 


D'autre part, dans la théorie du cas régulier (cf. (1)) interviennent 


les quantitéss., = > [Pr - i; nil: Nous venonsde voir que si j estunétat 
absorbant, nl M. ij "Sont liés aux s. ; par les relations : 


MI 1e. (3) 


qui donnent une interprétation simple des s;; dans les conditions indi- 
quées. 


THEOREME 2 - 


Dans le cas régulier et si j est un état absorbant, le temps d'at- 
teinte moyen ! M;; de j à partir dei est fini quel que soiti=1,"7"1re 


ana ; étant donné par s;, = fais «| ; 
IV - CALCUL EXPLICITE DES M; - 


On montre (1)) que les s.. ; Sont les solutions uniques du sys- 
tème d'équations Foie suivant : 


F (4) 


(1) M. FRECHET : Récherches théoriques et modernes sur le Calcul des Probabi- 
lités, Livre II, p. 46. 
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V - EXEMPLE - 


Une urne contient des boules de r couleurs différentes dans les 
; 1 1 ; 
proportions pre: Une épreuve consiste à choisir au hasard une 


boule dans l'urne et à la remettre après l'opération. On procède à une 
succession indéfinie d'épreuves. 


On demande le nombre moyen d'épreuves qu'il faut effectuer pour 
trouver pour la première fois, parmi les boules tirées, des représen- 
tants de chacune des r couleurs. 


Nous allons voir que ce problème s'intègre tout naturellement 
dans la théorie générale que nous venons d'esquisser. 


On dira qu'à l'instant n on est dans l'état k (0 <k < r) si dans l'in- 
tervalle [0, n | onn'a tiré que des boules de k couleurs différentes. La 
succession des états dans lesquels on se trouve aux instants 0,1,2, .. 
définit alors une chaîne de Markoff discrète homogène dans le temps à 
r + létats. Sil'on écrit les états dans l'ordre 0,1, ... , r, la matrice 


des probabilités de passage en une épreuve est 


P,, = LOUE 
| 11 r 
BE (5) 
|  — 1e0 0 po 
1yitl r 
tous les autres éléments étant nuls. 
L'état rest manifestement un état absorbant (P,, = 1) ; en outre tous les 


autres états sont des états de passage :en effet sik El0, r-1] ,k+1 
est conséquent de k alors que k n'est par conséquent de k + 1. On en 
conclut que l'on est dans le cas régulier et que 


0, jE lo, r-1] 
lim PAT = 


esse M j 


rares 


Le problème posé revient donc à calculer le temps d'atteinte mo- 
yenM,, del'état r à partir de l'état 0. Or, r est un état absorbant et l'on 
est dans le cas régulier. Nous sommes donc dans les conditions d'ap- 
plication du théorème 2. 


Les relations (4) montrent que les z; = s,; (j = OP ECET)ISont 
les solutions uniques du système linéaire : 
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2 # | ss 


1=o 


En substituant les valeurs ci-dessus pour PF, et LE il vient 


Z, = 0 
7 
=. ENT Care 
il F ne > Sr Er 
Er à 2j j-1, j #ÿ P; Je, NE 
2 EL 
ae 
1 r-1l 
1) > Cl 5 
Tee Z ji LE HET 
1ù nm r 
! =r() = —— = = —— = 
d'où 2 FEAR SP TR NES rats Te, 19e 


La dernière relation de (4') donne alors : 


AP ER xs | 1 ++... 2] 


d'où M an hone 


H | 
je) 


On trouve de la même façon : 


HE: RO TR 
2 TL 


= il 


RE 
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